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 پیغام

۔ کے چار نکاتی مینڈیٹس یہ ہیں سمیں وطنِ عزیز کی پارلیمنٹ کے ایکٹ کے تحت قائم کی گئی ۔ا 1998مولانا آزاد نیشنل ارُدو یونیورسٹی 

(روایتی اور فاصلاتی تدریس سے تعلیم کی فراہمی 3پیشہ ورانہ اور تکنیکی تعلیم کی فراہمی)(اردو میڈیم میں 2(اردو زبان کی ترویج و ترقی)1)

ہیں جو اسِ مرکزی یونیورسٹی کو دیگر مرکزی جامعات سے منفرداور ممتازبناتے ہیں۔  ت(تعلیم نسواں پر خصوصی توجہ۔ یہ وہ بنیادی نکا4اور)

 قائی زبانوں میں تعلیم کی فراہمی پر کافی زور دیا گیا ہے۔میں بھی مادری اور علا 2020قومی تعلیمی پالیسی 

ارُدو کے ذریعے علوم کو فروغ دینے کاواحد مقصد و منشا اُردو داں طبقے تک عصری علوم کو پہنچانا ہے۔ ایک طویل عرصے سے ارُدو  

کادامن علمی مواد سے لگ بھگ خالی رہا ہے۔ کسی بھی کتب خانے یا کتب فروش کی الماریوں کا سرسری جائزہ اس بات کی تصدیق کردیتا ہے کہ 

اصناف تک محدود رہ گئی ہے۔ یہی کیفیت اکثررسائل و اخبارات میں دیکھنے کو ملتی ہے۔اردو میں دستیاب ‘‘ ادبی’’ کر د ارُدو زبان سمٹ

 

م

ی اور فکری تحریریں قاری کو کبھی عشق و محبت کی پُر پیچ راہوں کی سیر کراتی ہیں تو کبھی جذباتیت سے پُر سیاسی مسائل میں الُجھاتی ہیں، کبھی 

سلک

اُ  میں ہباکی کی تو کر کرتی ہیں تو کبھی ہ وہ و یت سے سے ذکو کو ں اں بار کرتی ہیں۔ تااُ ارُدو قاری اور ارُدو ج دو دورر ضر کے اپس منظر

کے ترین علمی موضوعات سے نابلد ہیں۔ چاہے یہ خود ان  کی صحت و بقا سےمتعلق ہوں یا معاشی اور تجارتی نظام سے،یا مشینی آلات ہوں یا ان 

عوامی سطح پر انِ شعبہ جات سےمتعلق اردو میں مواد کی عدم دستیابی نے عصری علوم کے تئیں ایک عدم ، ں د و پیش ماحول کے مسائل ہوں

ہیں جن سے ارُدو یونیورسٹی کو نبرد آزما ہونا ہے۔ نصابی مواد کی صورت  (Challengesدلچسپی کی فضا پیدا کردی ہے ۔یہی وہ مبارزات )

 ختلف  ہیں  ہے۔ اسِکولی سطح پر اُردو کتب کی عدم دستیابی کے رچے  ر  تعلیمی سال کے شرو  میں زیر حث  آتے ہیں۔ وںں کہ ر ل بھی کچھ

علوم کے لیے  ارُدو یونیورسٹی کا ذریعہ تعلیم  ارُدو ہے اور اس میں  عصری علوم کے تقریباً سبھی ااُ شعبہ جات کے کورسز موجود ہیں لہٰذا انِ تمام

داری ہے۔اہیں  مقاصد کے حصول  کے لیے اردو یونیورسٹی کا آغاز فاصلاتی تعلیم  بی تابوںں کی یارری اسِ یونیورسٹی کی ااُ ترین ذہنصا

 میں ہوا تھا۔ 1998سے

کی بنا مجھے اسِ بات کی بے حد خوشی ہے کہ اس کے ذہ داران بشمول اساتذہ کرام کی انتھک محنت اور مار ین علم کے بھرپور تعاون 

پر کتب کی اشاعت کا سلسلہ بڑےپیمانے پر شرو  ہوگیا ہے۔فاصلاتی تعلیم کے طلباء کے لیے کم سے کم وقت میں خود اکتسابی مواد اور خود 

 بھی پہلے سمسٹر کی کتب شائع ہو کر طلباء و طالبات تک پہنچ چکی ہیں ۔دوسرے سمسٹر کی تاببیںاکتسابی کتب کی اشاعت کا کام عمل میں آگیا ہے۔

۔مجھے یقین ہے کہ اس سے اُ ایک بڑی اردو آبادی کی ضروریات کو پورا کرسکیں گے اور  اسِ یونیورسٹی کے وجود اور  جلد طلباء تک پہنچیں گی

 اسِ میں اپنی موجودگی کا حق ادا کرسکیں گے۔

 پروفیسرسید عین الحسن

 وائس چانسلر



       
 

 پیغام

انتہائی کارں  اور مفید طریقۂ تعلیم کی حیثیت سے تسلیم کیا جاچکا ہے اور اس طریقۂ تعلیم سے بڑی فاصلاتی طریقۂ  تعلیم پوری دنیا میں ایک 

ہورہے ہیں ۔ مولانا آزاد نیشنل اُردو یونیورسٹی نے بھی اپنے قیام کے ابتدائی دنوں ہی سے اردو آبادی کی تعلیمی صورت ر ل کو  تعداد میں لوگ مستفید

 ڈوِیژن سے  1998زِ تعلیم کو اتیارر کیا ۔ مولانا آزاد نیشنل اردو یونیورسٹی کا آغازمحسوس کرتے ہوئے اسِ طر

 

ن

 

 ش
سلی

 

ن

میں نظامتِ فاصلاتی تعلیم اور ٹرا

عد د روایتی تدریس کے شعبہ جات قائم کیے گئے ۔ نو قائم کردہ2004ہوا اوراس کے بعد 

 

مت
شعبہ  میں باقاعدہ روایتی طرز تعلیم کا آغاز ہوا اور بعد ازااں

 ڈوِیژن میں تقرریاں عمل میں آئیں۔ اس وقت کے ارباب مِجازکے بھر پور تعاون سے مناسب تعداد میں خود مطالعاتی موا

 

ن

 

 ش
سلی

 

ن

د تحریر و جات اور ٹرا

 ترجمے کے ذریعے یارر کرائے گئے۔

 تعلیم کے نصابات اور نظامات کو اس بات پر زور دیتارہا ہے کہ فاصلاتی نظاUGC-DEB گز شتہ کئی برسوں سے یو جی سی۔ ڈی ای ب
ِ
م

کہ مولانا آزاد نیشنل روایتی نظام تِعلیم کے نصابات اور نظامات سے کما حقہ اُ آہنگ کر کے نظامتِ فاصلاتی تعلیم کے طلبا کے معیار کو بلند کیاجائے۔ وںں 

ل کے لیے یوجی سی ۔ڈی ای بی کے رمایایانہ اصولوں کے مطا  اردو یونیورسٹی فاصلاتی اور روایتی طرزِ تعلیم کی جامعہ ہے ،لہٰذا اس مقصد کے حصو

 تعلیم کے نصابات کو اُ آہنگ اور معیار بلند کر کے خود اکتسابی مواد
ِ
از سرِ نوبالترتیب یو جی اور پی جی طلبا کے SLMنظامتِ فاصلاتی تعلیم اور روایتی نظام

 ں پر مشتمل نئے طرز کی ساخت پریارر کرائے جارہے ہیں۔لیے چھ بلاک وںبیس اکائیوں اور چار بلاک سولہ اکائیو

ڈپلوما اور سر  ٹیفکیٹ کورسز پر مشتمل جملہ پندرہ کورسز چلارہا ہے ۔ بہت جلد تکنیکی ہنر پر مبنی ‘بی ایڈ‘پی جی‘نظامت ِ فاصلاتی تعلیم یوجی

، بھوپال، دربھنگہ، دہلی، کولکاتا، ممبئی، پٹنہ، رانچی اور سری نگراور علاقائی مراکزبنگلورو9کورسزبھی شرو  کیے جائیں گے۔ متعلمین کی سہولت کے لیے

م امدادی  155دستذیلی علاقائی مراکزحیدرآباد، لکھنؤ، جموں ، نوح اور امراوتی کاایک بہت بڑا نیٹ ورک یارر کیا ہے ۔ان مراکز کے تحت سرِ 5

عل

 

مت

 کو تعلیمی اور اتظاممی مدد فرااُ کرتے ہیں۔نظامت فاصلاتی تعلیم نے اپنی تعلیمی اور کام کر رہے ہیں، جو طلبا (Learner Support Centre) مراکز

 اتظاممی سرں میوں میں آئی سی ٹی کا استعمال شرو  کردیا ہے،نیز اپنے تمام پروں اموں میں داخلے صرف آن لائن طریقے ہی سے دے رہا ہے۔

کو خود اکتسابی مواد کی سافٹ کاپیاں بھی فرااُ کی جا رہی ہیں، نیزجلد ہی آڈیو ۔ویڈیو  نظامتِ فاصلاتی تعلیم کی ویب سائٹ پر متعلمین      

 بھی ویب سائٹ پر فرااُ کیا جائے گا۔ اس کے علاوہ متعلمین کے درمیان رابطے کے لیے ایس ایم ایس کی سہولت فرااُ کی جا

 

ِ
رہی ہے ریکارڈنگ کالِ

ںں یسے  کورس کے رجسٹرشن،، فوضاتت ،جس کے ذریعے متعلمین کو پروں ام کے ختلف 

 

گ ،امتحانات وغیرہ کے بارے میں مطلع کیا ‘ ہلوئو

 

ن
سل

 

ن
کو

 جاتاہے۔ 

رول ہو امید ہے کہ ملک کی تعلیمی اورمعاشی حیثیت سے پچھڑی اردو آبادی کو مرکزی دھارے میں لانے میں نظامت ِ فاصلاتی تعلیم کا بھی نمایاں     

   گا۔ 

 اللہ خانمحمد راتء پروفیسر 

 ڈائرکٹر،انچارو، نظامت فاصلاتی تعلیم

 500032حیدرآباد۔



       
 

 کورس کا تعارف

زیر نظر تابب تفرقی مساوات کے موضوعات سے متعلق ہے اور یہ مولانا آزاد نیشنل اردو یونیورسٹی کے بی۔ایس سی۔ کورس کے 

بنیادی طریقہ کار کا تعارف، نظریات اور ان کے  سال اول کے دوسرے سمسٹر کے نصاب پر مشتمل ہے۔اس تابب میں تفرقی مساوات کے

 Ordinary)اطلاقات کو شامل کیا گیا ہے۔ تفرقی مساوات کی درجہ بندی دو ااُ حصوں پر مشتمل ہے۔ اس میں پہلا  معمولی تفرقی مساواتیں

Differential Equations) اور دوسرا جزوی تفرقی مساواتیں(Partial Differential Equations)س تابب کو سمجھنے لیے ۔ ا

اس تابب کی نمایاں خصوصیت یہ ہے کہ اس میں مواد کو سہل طریقے سے آسان زبان میں علم احصا کی بنیادی معلومات کا ہونا لازمی ہے۔

سمجھ سکیں۔تابب کو دو حصوں میں تقسیم کیا گیا ہے۔جس میں پہلا حصہ  از خودمثالوں کے ساتھ  سمجھایاگیا ہے تاکہ طلبا اپنے مضمون کو

ل پرحصہ انظریات)تھیوری( پر مبنی ہے اور دوسر
ک

 

ی کت

 ہے۔)تجروںں(پر منحصر 

پہلے بلاک میں تفرقی مساواتوں کی تشکیل، پہلے رتبے اور پہلے درجے کی پرمشتمل ہے۔بلاک  4اور ( اکائیوں 16پہلا حصہ سولہ)

 اتیں، ٹھیک تفرقی مساواتیں اور پہلے رتبے اور پہلے درجے کی خطی تفرقی مساواتیں شامل ہیں۔ تفرقی مساو

کے لیے حل کی جانے  اور   دوسرے بلاک میں "پہلے رتبے اوراعلی درجے کی تفرقی مساواتیں" شامل کی گئی ہیں جس میں 

و کی مساواتیں" اورآر  میں "پہلے رتبے کی تفرقی مساواتوں کے اطلاقات  والی مساواتوں کا ار طہ کیا گیا ہے۔اس کے علاوہ"لگرانج اور کلیر

ر ی" کو بھی اس بلاک میں شامل کیا گیا ہے۔

 

کٹ ج 
 عمودی  ٹرا

طلبا کی تفہیم کو مد نظر رکھتے ہوئے  تیسرے بلاک میں "مستقل ضریب کے متجانس  اور غیر متجانس خطی تفرقی مساوات  کو مثالوں 

  ہے۔ "متغیر ضریب اورپیرامیٹرس کے تغیر کے طرقوںں سے تفرقی مساوات  کا حل پیش کیا گیا ہے۔کے ساتھ سمجھایا گیا

 وںتھے بلاک میں"جزوی تفرقی مساواتوں کی تشکیل"،"لگرانج اور چار پٹس" کے طریقے سے ان کے حل کو پیش کیا گیا ہے۔

کو شامل کیا گیا  (Practical Manual)تک تجرباتی حصے 24 سے اکائی 17طلبا کی مسئلہ حل صلاحیت کو بہتر بنانے کے لیے اکائی 

 ہے جس میں علم احصا کے مسائل اور ان کے حل کو تلاش کرنے کے طریقے پیش کیے گئے ہیں۔

اس تابب کی تدوین میں مصنفین، مترجمین،تدریسی و غیر تدریسی و اتظاممی عملےکے تعاون کا شکریہ ادا کرتا ہوں ۔تابب کو معیاری 

بل  عمل و ہم  بنانے کی ر  مکن  کوش  کی گئی ہے، تااُ کوئی بھی کوش  اپنے آ  میں کمل  ہیں  ہوتی۔اس من  میں اساتذہ کرام، اور قا

 مار ین، طلبا کی آرا و مشوروں کا خیر مقدم  کیا جائے گا۔

 

 ڈاکٹر خواجہ معین الدین

 کورس کو آرڈی نیٹر



       
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 تفرقی مساوات

(Differential Equations) 
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 مساوات کی تشکیل تفرقی۔ 1اکائی 

(Formation of Differential Equations) 

 اکائی کے اجزا

 تمہید   1.1

 مقاصد   1.1

 مساوات کی تشکیل تفرقی   1.1

 مساوات کا رتبہ اور درجہ تفرقی   1.1

 اکتسابی نتائج    1.1

 کلیدی الفاظ   1.1

 نمونہ امتحانی سوالات   1.1

 جوابات کے حامل سوالاتمعروضی   1.1.1 

 مختصر جوابات کے حامل سوالات  1.1.1 

 طویل جوابات کے حامل سوالات  1.1.1 

 مزید مطالعے کے لیے تجویز کردہ کتابیں   1.7 

 (Introduction)تمہید 1.0

 (Derivative)دیا گیا تفاعل ہے تب اس کا مشتق کوئی      اگر   

  

  
کی تابع  تبدیلی کی شرح کو ظاہر کرتا ہے۔)متغیر 

 ۔تفرقی مساوات کا نال خود اس بات کا غماز ہے کہ یہ وہ مساوات ہے جس میں نا معلول مقدار میں مشتقات کے ذریعے جوڑے گئے ہیں۔( 

 Partial)جزوی تفرقی مساوات ( ii) (Ordinary Differential Equations)معمولی تفرقی مساوات( i)تفرقی  مساوات دو قسم کے ہیں  

Differential Equations) ۔وہ مساوات جس میں نامعلول تفاعل(Unknown Funct)  اور اس کے معمولی مشتقات(Derivatives)  شامل
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 Partial)اور اس کے جزوی مشتقات  (Unknown Funct)ہوں، معمولی تفرقی مساوات کہلاتی ہے۔  وہ مساوات جس میں نامعلول تفاعل 

Derivatives)   شامل ہوں، جزوی تفرقی مساوات کہلاتی ہے۔ 

تفرقی مساوات  پہلے درجے کی ہوں  تابع متغیر کے مشتقات موجود : وہ مساوات جس میں کسی(Differential Equation)تفرقی مساوات

 کہلاتی ہے۔ جیسے کہ:

 …… 1     
  

  
       

 ……       
   

    7
  

  
 9     

 …… 3     √
  

  
    

  

  
  

 …… 4     (
  

  
)
 

 4(
  

  
)  4  

 …… 5     3    
  

  
 

 
  

  ⁄
  

 …… 6     
  

  
 

  

  
     

 …… 7      
   

     
   

    6   

 …… 8     (
   

   )
 

 (
  

  
)
 

        

اور ایک غیر تابع  "  ایک تابع متغیر"ام میں   چوں کہہیں۔ معمولی تفرقی مساوات کہلاتی (8اور ) (1( تا )1مندرجہ بالامساوات میں )

اس میں ایک  چوں کہکہلاتی ہیں،(Partial Differential Equations)( جزوی تفرقی مساوات 7( اور )1)جب کہ" موجود ہیں۔  متغیر "

 ۔غیر تابع متغیر موجود ہیں تابع متغیر اور دو

……           )  مساوات نوٹ:       ) کرتا ہے ۔تفرقی ظاہر کو (ODE)معمولی تفرقی مساوات  رتبے والی ایک   

اور بہت  اس طرح کی تفرقی مساوات بہت زیادہ استعماك میں آتی ہیںکے بارے میں آگے بحث کی جائے گی۔ مساوات کے درجے اور رتبے

جن میں ام مساوات کو استعماك کیا جاتا ہے۔خصوصاً وہ تمال مسائل جن میں کوئی چیز وقت کے مطابق گھٹتی یا بڑھتی ہے اسے  سے شعبوں میں

 ہم تفرق کے ذریعے ظاہر کرتے ہیں۔مثلاً

  

  
تب  وقت ہےtفاصلہ اور sجہاں 

  

  
اور کو (Velocity)رفتار 

   

   
 (Acceleration)اسراع 
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۔چنانچہ مختلف طبقات کے مسائل تفرقی مساوات میں ظاہر کر کے اور ام کے حل سے بہت سی نا معلول چیزوں کو معلول کیا جا کرتا ہےکوظاہر 

 سکتا ہے۔

طبعی نظاموں کو ریاضی کے مسائل میں تبدیل کر  ریاضی کی وہ شاخ ہے جو آج بہت سے(Mathematical Modeling)ریاضیاتی نمونہ سازی

 مطلوبہ خصوصیات کا مطالعہ کیا جاتا ہے ۔ام ماڈلس میں تفرقی مساوات کا بہت بڑا کردار استعماك میں آتا ہے۔ کے انہیں پھر حل کر کے

کا (Highest Derivative)عظم ترین مشتق اتفرقی مساوات کا رتبہ اس کے :(Order of Differential Equation)تفرقی مساوات کا رتبہ

 رتبہ ہوتا ہے جو اس میں شامل ہو۔

 مثلاً:

  

  
 ہے 1(Order)کا رتبہ    5 

 

   

    
   

  
 6     

 ہے اور  1تبہ رکا 

 

   

      
   

۔ 3 تبہرکا    7      ہے

کی  مساوات اس (Power)کے اعظم ترین مشتق کی قوتتفرقی مساوات :(Degree of Differential Equation)تفرقی مساوات کا درجہ

ڈگری ہوتی ہے۔مثلا ً 

  

  
)ہے۔ 1کا درجہ       

   

   )
 

 (
  

  
)
 

اعظم ترین مشق  چوں کہہے  1کا درجہ     7 

   

کی    

 ۔ہے 1قوت 

4]مثاك:   (
  

  
)
 

]

 
 ⁄

 
   

 کرو۔کا رتبہ اور درجہ معلول    

4]حل: دی گئی مساوات   (
  

  
)
 

]

 
 ⁄

 
   

   
ہے۔

3
 یعنی دونوں جانب مربع لینے پر قوت کو صحیح بنانے پر حاصل ہوگا۔⁄ 

*4  (
  

  
)
 

+

 

 (
   

   
)

 

 

 (
  

  
)
 

 48 (
  

  
)
 

 1 (
  

  
)
 

 64  (
   

   
)

 

 

)اور اس مساوات میں اعظم ترین مشتق
   

   )
 

 ہے۔ 1اور رتبہ بھی  1کا درجہ تفرقی مساوات ہے اس لیے  1ہے جس کی قوت 
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تفرقی مساوات خطی کہلاتی ہے،اگر تابع :(Linear and Non-Linear Differential Equation)خطی اور غیر خطی تفرقی مساواتیں

 ۔ ںشامل نہ ہو اور مشتقات کے حاصل ضرباور ہر ایک شامل مشتق صرف پہلے درجے کا ہو اور تابع متغیر(Dependent Variable)متغیر

وہ مساوات جو خطی نہ ہو غیر خطی تفرقی مساوات کہلاتی ہے۔مثلاً مساوات

  

  
     

اور

   

    5
  

  
     

خطی تفرقی 

)مساواتیں ہیں اور 
  

  
)
 

 غیر خطی ہے۔      5 

 (Formation of Differential Equation)تفرقی مساواتوں کی تشکیل 1.2

 :ہر یے  جاتے ہیں۔ ند  مثایںظا جانتے ہیں کہ کس طرح ایک طبعی صورت حاك کو متناظر ایک تفرقی مساوات میںہم  

جیسے جراثیم کی پیداوار تابکار عنصر کا انحطاط وغیرہ کو ہم  (Growth Problem)کا مسئلہ یا نم۔آبادی کا مسئلہ وقت کے اعتبار سے بڑھتا ہے 1

پر اور یہ شرح افزائیش  افزائیش ہے ، وقت     مندرجہ ذیل تفرقی مساواتوں میں ظاہر کر سکتے ہیں۔ فرض کرو کہ 

 

  
کے (    )

 متناسب ہوتی ہے یعنی:

 (    )

  
      

                                                                     
 (    )

  
       

 میں منفی ہوگا۔(Decay)مثبت اور اخطاط کی صورت  میں کی صورت (Growth)ہے جو اضافہ(Constant)کا مستقلتناسب  جہاں 

چنانچہ

  

  
 ہے ۔ متغیر تابعکا   ایک جہاں ایک پہلے درجے اور پہلے رتبے کی تفرقی مساوات ہے۔   

 و ں کے خاندام
ی

 

حن

 

من

(Families of Curves):        ڈھاك خطوط مستقیم کا نظال ہے جہاں(Slope) ہے اور

 ہے۔(Intercept)مقطوعہ 

 …… 1             

 تفرق کریں تو ہمیں لحاظ  بہ اگرکو (1)مساوات 

  

  
 حاصل ہوگا۔  
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 دیے ہوئے نطال کے خاندام کی تفرقی مساوات ہے۔

 ہ درج کرتے ہیں۔عدقاہم کسی دی ہوئی منحنی خاندام کے لیے تفرقی مساوات تشکیل دینے کا  ذیل میں

………          ) فرض کرو کہ      ) ……      منحنی کے خاندام کو ظاہر کرتا ہے جہاں ایک        ، n اختیاری

 مستقلات ہیں۔

 …… 1       (          ………     )    

 ۔مرتبہ تفرق کرنے پر کو  (1)مساوات 

 …… 2)       (          ………     )    

 …… 3)        (          ………     )    

                                                                       

…… n+1)        (          ………     )    

ساقط اختیاری مستقلات کو  مساوات میں سے  1  مندرجہ بالا حاصل  حاصل ہوں گے۔ 1   .………………(4),(3),(2)چنانچہ مساوات

 حاصل ہوگا۔  والا تفرقی مساواترتبے کرنے سے 

 سے تفرقی مساوات تشکیل کرو۔  4   ۔منحنی1مثاك 

 دی گئی مساواتحل: 

 …… 1         4   

 ہے۔(Arbitrary Constant)اختیاری مستقل ں جہا

 تفرق کرنے پر: لحاظ  دونوں جانب بہ

                                                                          
  

  
 4  
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 …… 2)                                                                                 
 

 

  

  
 

)4   میں درج کرنے سے (1)کی قدر مساوات   کو ساقط کرنے سے یعنی    سے (1)اور(1)
 

 

  

  
)  حاصل ہوگا۔ 

    
  

  
 

  یا
  

  
  کرتا ہے۔تعبیر  کو ہوئے خاندانوں کے تفرقی مساواتدیے     

 1مثاك 
ح

 

من

 و ں۔
ی

 

ن
             

 کی تفرقی مساوات معلول کرو۔

 حل۔ دیا گیا ہے کہ

 …… 1                 
 

 کرنے پر قدو بار تفر  بہ لحاظکو دونوں جانب  (1)مساوات 

               
 

 اور

    4     4     
 

                                                                           4             

 کا استعماك کرنے پر (1) مساوات

                                                                        4  

 دی گئی مساوات کی تفرقی مساوات ہے۔   4    اس طرح 

 (Alternate Method)متبادك طریقہ

 دی گئی مساوات

 …… 1                  
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 سے حاصل شدہ مساواتیں

 ……                       
 

 اور

 …… 3          4     4     
 

 ساقط کرنے سےکو  اور سے  (1)اور(1(،)1)مساوات

                                                   |

        

            

   4   4    

|    

                                               |

 1     

         

   4 4    

|    

 

                                                   |

 1 1

     

   4 4
|    

                    8  8     4  4               

                                                                  16  4      

                                                                            4    

 ندانوں کے لیے تفرقی مساوات ہے۔دیے گئے خاجو کہ 

مستقلات  اور سے متعلق تفرقی مساوات معلول کرو۔یہاں                 والے دائروں′ ′نصف  قطر۔ 1مثاك 

 ۔ساقط کرناہے کو جنہیں 

 مساوات ہےحل:دی گئی 

 …… 1                     
 

 کو تفرق کرنے پر (1)مساوات  دوبارہ 
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 ……                                                                         
  

  
   

 …… 3                                                      1       
   

    (
  

  
)
 

   

                                                                          
(1  

  
  

)
 

   
   

 

 سے( 1) مساوات

            
  

  
 

                                                                                   
(1  

  
  

)
 

   
   

 
  

  
 

 سے (1)مساوات 

                              

*1  (
  
  

)
 

+

 

(
  
  

)
 

(
   
   )

  

*1  (
  
  

)
 

+

 

(
   
   )

    
 

                                                

*1  (
  
  

)
 

+

 

(
   
   )

 ,(
  

  
)
 

 1-    
 

 وہ ہے طرح جو تفرقی مساوات ہمیں چاہیے اس

*1  (
  

  
)
 

+ *1  (
  

  
)
 

+

 

   (
   

   
)

 

 

 تشکیل کرو۔سے تفرقی مساوات                    کر کے دی گئی مساوات  ساقط کوBاورAمستقلات ۔1مثاك 
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 دی گئی مساوات ہے۔۔ حل

 …… 1                           

 کو دو بار تفرق کریں۔ (1) مساواتدو مستقلات ہیں چوں کہ

                         
  

  
   {              }                   

 

 ……                

  

  
                    

                       
   

   
                                   

  

  
 

 ( سے1مساوات )

                            
   

   
                  (

  

  
  )  

  

  
 

                       
   

   
    

  

  
   

  

  
 

                       
   

   
  

  

  
    

کی تفرقی مساوات (1)اس طرح مساوات

   

     (
  

  
 ہے۔(  

 و ں کے خاندام ۔ 1مثاك
ی

 

حن

 

  من

   
  

    
 کو ساقط کرکے تفرقی مساوات حاصل کرو۔𝜆سے اختیاری مستقل 1 

 و ں کا 
ی

 

حن

 

من

 ہے۔ کی مساوات  خاندامحل: دی گئی 

 …… 1       
  

   
  

    
 1 

 تفرق کرنے پر حاصل ہے  بہ لحاظکو  (1)مساوات

                                                       
  

  
 

  
  

  ⁄

    
    

                                                    
 

   
 
  

  ⁄
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 (

  
  

)

   𝜆
  

 

  
 

  سے ضرب دینے پر  دونوں جانب 

 ……                                                                        
  

    
 

   

  (
  

  
)

 

 میں درج کرنے پر (1) مساوات کی قدر (1)مساوات

  

  
 

     

  (
  
  

)
 1 

                                                             
1

  
[  

  

  
   ]  

  

  
 

                                                                        
  

  
      

  

  
 

                                                                
  

  
      

 کی تفرقی مساوات ہے۔ (1)مساوات جو کہ 

               مساوات۔ 1مثاك
 تفرقی مساوات حاصل کرو۔، کی اختیاری مستقل ہیں     جہاں 

 ہے حل:دی گئی مساوات

 …… 1                    
 

                                                                       3   
 

                                                            [             ]            
 

                                                                        
 

 ……                      
 

                                                             6    
 

                                                                                                    [          ]       
 

 …… 3                                   
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 کی مدد سے ( 1)مساوات 

 …… 4               3           
 

                                              3        6     3        

     ( سے 1مساوات )
 کی قدر  درج کرنے پر

                                                    3        3     3       

                                 6    11   6    

 کی تفرقی مساوات ہے۔ (1)اس طرح مساوات 

                            
   

   
 6

   

   
 11

  

  
 6    

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 1.4

کہ کسی تفرقی مساوات کا رتبہ اس کے اعظم ترین مشتق کا رتبہ ہوتا ہے اور کسی تفرقی مساوات کا  اس اکائی میں ہم جام چکےہیں 

ق کرتے ہیں تاکہ دفعہ تفر اختیاری مستقلات والا کوئی تفاعل دیا جائے تو ہم اسے  درجہ اس میں شامل اعظم ترین مشتق کی قوت ہے۔جب

اختیاری مستقلات کو ساقط کر کے  مساواتوں سے اختیاری مستقلات اور مستقلات شامل ہوں ام  زائد مساواتیں حاصل ہوں جن میں  

 والاتفرقی مساوات حاصل کرتے ہیں۔ رتبہ 

 (Key Words)کلیدی الفاظ 1.1

 رتبہاختیاری مستقل، مشتق،  اعظم ترین مشتق، درجہ،  

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 1.1

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات 1.1.1

 1     تفرقی مساوات .1
  

  
     4  

 ہے کا رتبہ اوردرجہ  
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A. 1،1  .B  1    .C    1  .D  نہیں  ام میں سے کوئی 

   مساوات .1
  

  
 √1  (

  

  
)
 

 ۔ہے...................کا رتبہ 

A. 2  .B 3  .C 1  .D  4 

 ہو اس کے حل میں کتنے اختیاری مستقلات ہوں گے؟ 1اور درجہ  1تفرقی مساوات جس کا رتبہ  .1

A.  2 .B 1  .C 3  .D  1 

)      تفرقی مساوات  جس کا حل  .1
 

 
 اختیاری مستقلات ہیں۔  اور  α، یہاں ہوگی ........................ہے  (  

A.                 .B             

.C                .D  نہیں ام میں سے کوئی 

 پر ہیں کی تفرقی مساوات ہے( 1،1)کے مراکز  دائروں کے خاندام جن .1

A.              .B         

.C             .D  نہیں ام میں سے کوئی 

 (Short Answer Type Questions)جوابات کے حامل سوالاتمختصر  1.1.1

 ذیل کے مساواتوں سے اختیاری مستقلات کو ساقط کرتے ہوئے تفرقی مساواتیں حاصل کرو:

1.                

1.       
 

1.         
 

1.      
     

  
 

1.              

1.                   

 (Long Answer Type Questions)کے حامل سوالاتطویل جوابات  1.1.1

     خطوں کے خاندام  .1
 

 
 پیرامیٹر ہے، کی تفرقی مساوات معلول کرو۔  جہاں 
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[          ]   اختیاری مستقلات ہیں، کی تفرقی مساوات   اور   جہاں، 1         ثابت کرو  .1     
 

 ہوگی۔

 جوابات:

 جوابات  کے معروضی سوالات 1.1.1

1. A 

1. C 

1. A 

1. B 

1. C 

 کے جوابات مختصر جوابات کے حامل سوالات 1.1.1

1.         (
  

  
)
 

 4  
  

  
      

1.       
    

1.                

1.        
   

          
  

  
     1     

1. 
   

          

1.   [1    
 ]  3      

 
 

 کے جوابات طویل جوابات کے حامل سوالات 1.1.1

1.  (
  

  
)

 

  
  

  
     

 (Suggested Books for further  Readings)مزید مطالعے کے لیے تجویز کردہ کتابیں 1.7

1. Text Book of Differential Equations, Khalil Ahmad, Real World Education Publishers, 

New Delhi 

2. Ordinary and Partial Differential Equations-   Rai Singhania, S. Chand & Co.,  New 

Delhi 

3. A Text Book of B.Sc. (Mathematics), Volume –I , V. Venkateshwara Rao and others, S. 

Chand & Company 
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 کی تفرقی مساواتیں اور پہلے درجے پہلے رتبے۔ 2اکائی 

(Differential Equations of First Order and First Degree) 

 اکائی کے اجزا

 تمہید   .20

 مقاصد   .20

 کا طریقہ متغیر جدا پذیر   202

 تفرقی مساواتیں متجانس   2.3

 تحویل پذیر ہومنس مساواتیں  م متجانس مساواں م ں غیر متجا  2.3.1 

 اکتسابی نتائج    204

 کلیدی الفاظ   205

 نمونہ امتحانی سوالات   206

 معروضی  مابات کے حامل سوالات  .2060 

  مختصر  مابات کے حامل سوالات  20602 

 سوالات طویل  مابات کے حامل  2.6.3  

 کے لیے تجویز کردہ کتابیں مزید مطالعے   207

 (Introduction)تمہید .20

 کی تفرقی مساواں م کی عام شکل ہے۔  اور پہلے درجےپہلے رتبے

 (    
  

  
)                                                          ……….(1)   

 کے حل کے تین طریقے سیکھیں گے۔(1)اکائی ں ہم مساواتکے لیے حل کرتے ہیں۔ا س  جس ں سے ہم 

 کا طریقہ (Variable Separable)متغیر جدا پذیر 0.
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 (Homogeneous differential Equations)تفرقی مساواتیں متجانس 20

 (Non-Homogeneous differential equations reducible to homogeneous equations)غیر متجانس تحویل پذیر مساواتیں 30

 (Objectives)مقاصد  .20

گے جن کے  کی تفرقی مساواں م سے واقف ہو جائیںاور پہلے درجے   کی پہلے رتبےپ مختلف قسماس اکائی کے مکمل ہونے کے بعد آ 

ان کا استعمال کر سکیں آگاہ ہو کر سے  (متجانس تفرقی مساواتیں اور غیر متجانس تحویل پذیر مساواتمتغیر جدا پذیر،حل کے تین طریقوم سے )

 گے۔

 (Method of Variables Separable) کا طریقہ متغیرجداپزیر 2.2

 اگر تفرقی مساوات 
  

  
  (   )(Differential Equation) کو 

  

  
 
 ( )

 ( )
یا

  

  
 ظاہر کر سکیںسے  ( )  ( )  

 کہلاتا ہے۔(Variables Separable)متغیرجداپزیر ں  یہ طریقہ  ،ہوم(Continuous Functions) تمسلسل تفاعلا( )  اور( )  جہام

 طریقہ:دی گئی مساوات
  

  
 کو (   )  

  

  
 
 ( )

 ( )
 ۔ں بدل لیں

ل کرکے ہم مساوات کا حل درجہ ذیل شکل ں حاصل کر لیتے ہیں اور دونوم جانب  ( )    ( )  پھر
م
ک

 

ت

 

∫ ( )   ∫ ( )     

ی مستقل ہے۔  جہام 

مل
ک

 

ت

 

۔ مساوات .مثال

  

  
 
    

    
 ۔کا حل حاصل کرو 

 حل۔ دی گئی تفرقی مساوات ہے

  

  
 
    

    
 

 کرنے پر متغیرجداپزیر
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ل کرنے پر  ہمیں حاصل ہوگا دونوم جانب
م
ک

 

ت

 

∫
  

    
 ∫

  

    
 

                                                                                   

 لینے پر        کو    مستقل

                                                                        

                                                        (
   

    
)         

                                                                          (    ) 

 دی گئی مساوات کا حل ہوگا۔ (    )      اس طرح 

۔ حل کرو:  2مثال

  

  
 √

    

    
    

 حل۔ دی گئی تفرقی مساوات ہے

  

  
 √

    

    
   

 کرنے پر متغیرجداپزیر

  

√    
 

  

√    
   

                                                      ∫
  

√    
 ∫

  

√    
   

                                                                                   

 دی گئی مساوات کا حل ہوگا۔                اس طرح  
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۔ مساوات 3مثال

  

  
 

 (       )

          
 ۔کا حل حاصل کرو 

 حل۔ دی گئی تفرقی مساوات ہے

  

  
 
 (       )

          
 

 کرنے پر متغیرجداپزیر

(          )    (       )   

ل کرنے پر  ہمیں حاصل ہوگا دونوم جانب
م
ک

 

ت

 

∫(          )   ∫(        )   

                                    ∫        ∫         ∫        ∫    

                                          ∫        *     
  

 
 ∫(

 

 
 
  

 
)  +  

  

 
   

                                                           *
  

 
     

 

 
∫   +  

  

 
   

                                                                                *
  

 
     

 

 
(
  

 
)+  

  

 
   

                                                                                     
  

 
 
  

 
   

                                                                                       

 دی گئی مساوات کا حل ہوگا۔               اس طرح  

 حل کرو: ۔ 4مثال

  

  
 (      )   

 حل۔ دی گئی تفرقی مساوات ہے

  

  
 (      )  
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 لیےاس ہے۔         فرض کرو کہ

 .......(1)      

  

  
    

                                                              
  

  
   

  

  
 

                                                              
  

  
 
  

  
   

 سے( 1) مساوات

                                                         
  

  
      

                                                             
  

  
      

 کرنے پر  متغیرجدا

                                                         
  

    
    

ل کرنے پر  ہمیں حاصل ہوگا دونوم جانب
م
ک

 

ت

 

                                                     ∫
  

    
 ∫   

                                                         
 

 
     

 

 
   

 

 
 

                                                                 
 

 
      

)     اس طرح  
      

 
) (      )یا         دی گئی مساوات کا حل ہوگا۔(    )       

 حل معلوم کرو۔کا      (     )   (     ) تفرقی مساوات۔5مثال

 حل۔ دی گئی تفرقی مساوات ہے

                                              (     )   (     )     
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 .......(1)                                               (    )    (    )     

 

 حاصل ہوگا کرنے پر  متغیرجدا

                                                                 
   

    
 

   

    
   

ل کرنے پر  ہمیں حاصل ہوگا دونوم جانب
م
ک

 

ت

 

                                                      ∫
   

    
 ∫

   

    
   

                                            
 

 
∫
    

    
 
 

 
∫
    

    
   

                                 
 

 
   (    )  

 

 
   (    )    

                                       *(    )(    )+  (فرض کرو)         

                                                         (    )(    )    

(    )(    )اس طرح    دی گئی تفرقی مساوات کا حل ہے۔   

۔تفرقی مساوات 6مثال

  

  
 کا حل معلوم  کرو۔            

 حل۔ دی گئی تفرقی مساوات ہے

 .......(1)    

  

  
            

                                                                   
  

  
 (     )    

                                                                  
  

   
 (     )   

                                                                    (     )   

ل کرنے پر  ہمیں حاصل ہوگا دونوم جانب
م
ک

 

ت
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                                                             ∫      ∫(     )   

                                                                        
  

 
   

      اس طرح  
  

 
 دی گئی مساوات کا حل ہوگا۔  

 (Homogeneous Differential Equations)متجانس تفرقی مساواتیں 2.3

(     ) کے لیے  کا متجانس تفال کہلاتا ہے اگر کسی بھی    n درجہ  (   )   تفالیکا تعریف:  مثلا ہو۔ (   )    

 (   )  درجہ والا متجانس تفال ہے اس لیے کہدو        

 (     )  (  )  (  )(  ) 

                                                                                         

                                                                                 (     ) 

                                                                                  (   ) 

(   )  اسی طرح  
     

     
 کہم درجہ صفر والا متجانس تفال ہے چو

 (     )  
(  )  (  ) 

(  )(  )   
 

                                                                                   
         

       
 

                                                                                     (
     

     
) 

                                                                                      (   ) 

تفرقی مساوات (Homogeneous Differential Equations): متجانس تفرقی مساواتیں

  

  
 متجانس تفرقی مساوات کہلاتی ہے (   )  

 صفر درجہ کا متجانس تفال ہو۔ مثلاً (   ) اگر 

  

  
 
     

     
  

  :متجانس تفرقی مساوات کے حل کا طریقہ
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 دی گئی مساوات ہے

 (1)…………….    

  

  
  (   ) 

اور      فرض کرو   درجہ والا متجانس تفال ہو، تب صفر  (   ) اگر 

  

  
  (

 

 
اس سے ہمیں  (

  

  
  ( )     

  

  
 

 تب،  حاصل ہوگا۔

 
  

  
  ( )    

 متغیرجدا کرنے پر

                                                               
  

 ( )   
 
  

 
 

                                              ∫
  

 ( )   
   ∫

  

 
 

متجانس مساوات

  

  
 کا حل ہوگا۔  (   )  

نوٹ: اگر متجانس مساوات

  

  
  (

 

 
 کر اس تفرقی مساوات کا حل معلوم کریں۔لے       کے شکل کی ہو تب (

      (     )      ۔ حل کرو: .مثال

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

                                            (     )     

      (     )   

 (1)…………….                                                                        
  

  
 

   

     
 

(   ) کہچوم   
   

     
 اور  

                                                                (     )  
(  ) (  )

(  )  (  ) 
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  (   )

  (     )
 

                                                                                   
   

     
 

حاصل  اس سے ہمیں اور درج کرنا ہوگا     فرض کرو  نے کے لیے اس لیے دی گئی تفرقی مساوات متجانس ہے اور اس کا حل معلوم کر

 ہوگا 

  

  
    

  

  
  

 سے (.) مساوات

   
  

  
 

  (  )

   (  ) 
 

                                                                                     
  ( )

  (    )
 

 

    
 

                                                                       
  

  
 

 

    
   

   

    
 

                                                            
    

  
    

  

 
 

                                                           
 

 
    

  

 
 

                                            ∫       ∫
 

 
    ∫

  

 
 

                                                          
   

  
              

                                        
 

   
             

  
 

 
 درج کرنے پر 

                                  
 

 (
 
 )

     (
 

 
)         
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 ۔کا حل ہے (.) م کہ مساوات 

 ۔ 2مثال
  

  
     

 

 ۔کرو معلوم  حلکا   

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

 (1)…………….     
  

  
     

 

  

                                                                  
  

  
 
    

 
 

 
  (   )  

                                                     (     )  
      

  
  

  
 

                                                                              (   ) 

حاصل  اس سے ہمیں اور درج کرنے پر     اس لیے دی گئی تفرقی مساوات متجانس ہے اور اس کا حل معلوم کرنے کے لیے فرض کرو  

ہوگا  

  

  
    

  

  
  

 سے (.)مساوات 

   
  

  
 
     

  
 

 
 

                                                                  
  

  
 
 (    )

 
      

                                                                        
  

  
    

 متغیر جدا کرنے پر

                                                                             
  

 
 

                                                               ∫       ∫
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                                                                                       (
 

  
) 

  
 

 
 درج کرنے پر 

                                                                         ( 
 
 
)     (

 

  
) 

 ۔کا حل ہے (.) م کہ مساوات 

 ۔حل کروکو     (   )   (   ) مساوات ۔3مثال

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

                                                                      (   )   (   )   

 (1)…………….                                                                        
  

  
 
   

   
  (   ) 

حاصل ہوگا    سے ہمیںجس     فرض کرو   اب ۔تفرقی مساوات ہے متجانس م ایک 

  

  
    

  

  
  

 سے (.)مساوات اب 

   
  

  
 
    

    
 

                                                                                         
 (   )

 (   )
 
   

   
 

                                                                           
  

  
 
   

   
   

        

   
 

                                                                           
  

  
 
       

   
 

                                                     
   

       
   

  

 
 

                                          
 

  
(
     

       
)    
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∫(

     

       
)   ∫

  

 
 

                                           
 

  
   (       )            

                                                     (       )          

                                                     (       )     
 

(  ) 
 

                                                                    
 

(  ) 
 

  
 

 
 درج کرنے پر 

                                                         (
 

 
)  (

 

 
)
 

 
 

(  ) 
 

                                                                 
 

  
   

 ۔ہوگا            کا حل  (.)مساوات  اس طرح 

 ۔کرو معلوم  حلکا           (     ) مساوات۔4مثال

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

                                                  (     )           

                                                                (     )         

 (1)…………….                                                                                       
  

  
 
     

   
 

سے ہمیں حاصل ہوگا   جس     فرض کرو   ۔تفرقی مساوات ہے  یہ ایک متجانس

  

  
    

  

  
  

 سے (.) مساوات

   
  

  
 
   (  ) 

  (  )
 

                                                                                     
  (    )
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                                                        ∫
   

    
    ∫

  

 
 

                                                            (    )             

                                                            (    )     
 

 
 

                                                                        
 

 
 

  
 

 
 درج کرنے پر 

                                                                     (
 

 
)
 

 
 

 
 

                                                                          

 ۔ہوگا         کا حل  (.)مساوات  اس طرح 

 ۔کرو معلوم  حلکا            (      ) مساوات۔5مثال

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

                                       (      )            

                                                        (      )           

 (1)…………….   

  

  
  

      

    
 

جس سے ہمیں حاصل ہوگا         اب مان لوکہیہ ایک متجانس تفرقی مساوات ہے ۔ 

  

  
    

  

  
  

 سے (.)مساوات اب 

   
  

  
  

    (  ) 

  (  ) 
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  (     )

     
  (

     

   
) 

                                                                    
  

  
 
     

   
   

         

   
 

                                                                    
  

  
 
     

   
 

                                                         
   

    
    

  

 
 

                                                     ∫
   

    
    ∫

  

 
 

                                                         (    )             

                                                         (    )     
 

 
 

                                                                    
 

 
 

  
 

 
 درج کرنے پر 

                                                                     (
 

 
)
 

 
 

 
 

                                                                           

 ہوگا۔          کا حل  (.) مساوات اس طرح 

 ۔کرو معلوم  حلکا        (        ) مساوات۔6مثال

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

                                                     (        )        

 (1)…………….   

  

  
 
        

  
 

جس سے ہمیں حاصل ہوگا       یہ ایک متجانس تفرقی مساوات ہے ۔ اب مان لوکہ  

  

  
    

  

  
  

 سے (.)مساوات اب 
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    (  )  (  ) 

  
 

                                                                              
  (      )

  
        

                                                                
  

  
               

                                                           
  

    
 
  

 
 

                                                       ∫
  

    
 ∫

  

 
 

                                                                                 

  
 

 
 درج کرنے پر 

                                                               (
 

 
)        

)     کا حل  (.) مساوات اس طرح 
 

 
)  ہوگا۔       

 غیر متجانس مساواتیں  م متجانس مساواں م ں تحویل پذیر ہوم 2.3.1

(Non-Homogeneous Differential Equations Reducible to Homogeneous Equations) 

اگر مساوات 

  

  
 ذیل شکل (   )  

 (1)…………….  (          )
  

  
 (          ) 

متجانس ہے اگرمساوات ں تحویل پزیر               کہ  مستقلات ہیں، جب          اور            جہام ، ں ہو

        ہے اگر

 کو ہم درجہ ذیل شکل ں ظاہر کر سکتے ہیں  (.) وات مسا

 (2)…………….   

  

  
 
          

          
 

 اور       ،      دو مستقلات اس طرح و مد رکھتے ہیں کہ     فرض کرو کہ  

0             
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 ۔ہیں      اور         تب

                                                                                                        
  

  
 
  

  
 

 ہوگی (2)اور مساوات 

  

  
 
  (   )    (   )    
  (   )    (   )    

 

 اس لیے                        کہچوم 

 (3)…………….   

  

  
 
       

       
 

  کا حل حاصل ہوگا۔( .)ہمیں مساوات کی قدر درج کرنے پر   اور   آخر ں متجانس ہے جس کا ہم حل معلوم کر سکتے ہیں ۔  (3)اور مساوات 

(      ) مساوات۔.مثال
  

  
 ۔کرو معلوم  حلکا        

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

                                              (      )
  

  
        

 (1)…………….    

  

  
 
      

      
 

دو مستقلات اس طرح       جہام       ،       ایک غیر متجانس تفرقی مساوات ہے۔ اب فرض کرو کہ (.)مساوات 

  و مد رکھتے ہیں کہ

 (2)…………….            

 (3)…………….            

        کو حل کرنے پر ہمیں حاصل ہوتا ہے( 3)اور  (2) مساوات

  (.)مساوات  لیتے ہیں تب              اگر ہم

 (4)…………….   

  

  
 
    

    
 

 ں تبدیل ہو جاتی ہے۔

  ، تبہو       اگریہ ایک متجانس تفرقی مساوات ہے ۔ اب 

  

  
    

  

  
  

 سے (4)مساوات اب 
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 (    )

 (   )
 
    

   
 

                                                                          
  

  
 
    

   
   

    

   
 

                                                               
   

    
   

  

 
 

                                                           ∫
   

    
   ∫

  

 
 

                        ∫
 

    
   

 

  
∫
   

    
   ∫

  

 
 

                     
 

 
   (

   

   
)  

 

 
   (    )            

                                  (
   

   
)     (    )         

                                    ,
(   ) 

(   ) 
 

 

(    )
-     (  )  

                                                                  
   

(   ) 
 (  )  

  
 

 
 درج کرنے پر 

                                                                      
  

 
 

(  
 
 )

  (  )
 

 

                                                         
   

(   ) 
    (  )  

                                                                  
   

(   ) 
      

  ہیںدرج کرتے              ہم اب 

                                                   
       

(       ) 
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(   ) 
   

 ہوگا۔  (   )       ( کا حل .مساوات ) اس طرح 

 ۔کرو معلوم  حلکا     (       )   (       ) مساوات۔2مثال

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

                                              (       )   (       )     

 (1)…………….   

  

  
  

       

       
 

  کہایسے اعداد ہیں دو     جہام         ،      مساوات غیر متجانس تفرقی مساوات ہے۔ اب فرض کرو کہ یہ 

 (2)…………….             

 (3)…………….             

         پر ہمیں حاصل ہوتا ہےکو حل کرنے ( 3)اور ( 2) مساوات

  (.)مساوات  لیتے ہیں تب              اگر ہم

 (4)…………….   

  

  
  

     

     
 

، تب  ہے      کہ فرض کرویہ ایک متجانس تفرقی مساوات ہے ۔ اب  ں تبدیل ہو جاتی ہے۔

  

  
    

  

  
  

 سے (4)مساوات اب 

   
  

  
  

      

      
 

                                                                                      
 (    )

 (    )
  

    

    
 

                                                                      
  

  
  

    

    
    

        

    
 

                                      
    

  (       )
   

  

 
 

                                            
    

(       )
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                                        ∫
    

(       )
     ∫

  

 
 

                                                (       )              

                               (       )             

                                           (       )        

                                              (       )     

  
 

 
 درج کرنے پر 

                                               (  
  

 
 
  

  
)     

                                                           

  ہیںدرج کرتے              ہم اب 

                                                    (   )   (   )(   )  (   )    

(   )(   )   (   ) ( کا حل .مساوات ) اس طرح   ہوگا۔    (   ) 

 ۔کرو معلوم  حلکا     (       )   (      ) مساوات۔3مثال

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

                                              (      )   (       )     

 (1)…………….   

  

  
 

      

 (    )  
 

 ہے، تب       اب فرض کرو کہ 

  

  
    

  

  
 

                                                                      
  

  
 
 

 
(
  

  
  ) 

 سے (1)مساوات اب 
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(
  

  
  )  

   

    
 

                                                               
  

  
   

   

   
 

                                                                       
  

  
 
   

   
   

  

   
 

                                                            
   

  
      

                                                    
 

 
(  

 

 
)      

                                               
 

 
∫ (  

 

 
)   ∫   

                                                                       

 درج کرنے پر       

                                               (    )       

                                  (    )  (    )    

(    )   کا حل  (.)مساوات  اس طرح   (    )  ہوگا۔   

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج  204

اس اکائی ں ہم یہ دیکھ چکے ہیں کہ اگر مساوات 

  

  
ذیل شکل  (   )  

  

  
ں ہو ں  ہم اس کا حل متغیر  ( ) ( )  

کی مدد سے دی گئی تفرقی      متجانس ہو تب ہم   (   ) تفال ں کوئی      اگر حاصل کرتے ہیں۔طریقہ سے کے  جدا پزیر 

 اور غیر متجانس مساواں م کو متجانس بنا کر ان کا حل حاصل کر لیتے ہیں۔ حل کرتے ہیںمساوات کو متغیر پزیر بنا کر 

 (Key Words)کلیدی الفاظ 205

 متجانس تفال، متجانس تفرقی مساوات، غیر متجانس تفرقی مساوات، مستقلات، متغیر جدا پزیر
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 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 206

 (Objective Answer Type Questions)حامل سوالات معروضی  مابات کے .2060

 تفرقی مساوات   0.
  

  
    

    
 کا حل ہے

A0   
 
   

 
     .B    

 
   

 
     

.C   
 
    

 
      .D ان ں سے کوئی نہیں 

   تفرقی مساوات  20
  

  
 ہے۔........................حل  کا       

 مساوات 30

  

  
 
   

  
 کا حل ہے  

.A    (   )    .B (   )      

.C    (   )     .D ان ں سے کوئی نہیں 

  (Short Answer Type Questions)مختصر  مابات کے حامل سوالات 20602

  √     √     متغیرجدا پزیر طریقہ سے مساوات 0.
 

 ۔کا حل معلوم کرو       

 کو حل کرو:درجہ ذیل مساواں م  20

(i)        
  
     

  
 

(ii) 
  

  
 
 

 
    (

 

 
) 

(iii) (      )   (      )   

 ذیل کی تفرقی مساواں م کو حل کریے: 30

(i) (    )                   

(ii) (   ) 
  

  
    

(iii)        (   )   

(iv) 
  

  
    (   )     (   ) 

(v) 
  

  
          

   
 

(vi) (    )    (   )     
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(vii) 
  

  
          

 (Long Answer Type Questions)طویل  مابات کے حامل سوالات 2.6.3

 :حل کرو 0.

(i) (     )   (      )     

(ii) (      )   (       )     

(iii) 
  

  
 

     

       
 

  مابات:

 مختصر  مابات کے حامل سوالات 20602

.0    √   
 

    

20 (
 

 
)     (

 

 
)           ( ) 

   (
 

 
)       (  ) 

       
 
    (   ) 

30  

(i) (    )        

(ii)         
(   )

 
   

(iii)    (     )          

(iv)    {     
(   )

 
}      

(v)        
  

 
   

(vi)      (     )     (   )    

(vii)  (   )   
(
  

 
  )

 

 طویل  مابات کے حامل سوالات 2.6.3

(i)                (
   √  √   

   √  √   
)
 
√ 
⁄

 

(ii) (      )    (     ) 



46 
 

(iii)     
 

 
    (    ) 

 (Suggested Books for Further Readings)مزید مطالعے کے لیے تجویز کردہ کتابیں 207

1. Text Book of Differential Equations, Khalil Ahmad, Real World Education Publishers, 

New Delhi 

2. Ordinary and Partial Differential Equations-   Rai Singhania, S.Chand & Co.,  New Delhi 

3. A Text Book of B.Sc. (Mathematics), Volume –I , V. Venkateshwara Rao and others, S. 

Chand & Company 
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 ٹھیک تفرقی مساواتیں۔ 3 اکائی

(Exact Differential Equations) 

 کے اجزا ئیاکا

 تمہید    3.0

 مقاصد   3.1

 ٹھیک تفرقی مساواتیں   3.2

 ٹھیک تفرقی مساواتوں کے لیے ضروری اور کافی شرائط  3.2.1 

 3.2.2   

م

ل اجزا ضربی
م
ک

 

ت

 

 ئجاکتسابی نتا   3.3

 الفاظکلیدی    3.4

 نمونہ امتحانی سوالات   3.5

  معروضی جوابات کے حامل سوالات  3.5.1 

 مختصر جوابات کے حامل سوالات  3.5.2 

 طویل جوابات کے حامل سوالات  3.5.3 

 کتابیں کردہ تجویزکے لیے لعےمزید مطا   3.6

 (Introduction)تمہید 3.0

 ذیل کی مساواتوں کو غور سے دیکھیے: 

 …………..(1)              

 …………..(2)    

       

     

 ہے کا حل (1)مساوات 

  …………..(3)         
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 کا حل ہے( 2) اور مساوات

 …………..(4)    

 

 
   

 ہے۔ جیسا کہحاصل ہوتی  (1)کے سیدھے تفرق سے تفرقی مساوات  (3)مساوات 

 (  )   ( ) 

                                                                        

)  اور
 

 
)  سے  ( )  

       

(   ) حاصل ہوتا ہے۔ ایسی مساواتیں جو کسی تفاعل      کے سیدھے تفرق سے    

 کہلاتی ہیں۔ (Exact Differential Equations)حاصل ہوتی ہیں ٹھیک تفرقی مساواتیں

 (Objectives)مقاصد 3.1

 آپ گے کہئیں کے مکمل ہونے پر آپ اس قابل ہو جا اس اکائی

 سکیں ۔حاصل کر ٹھیک تفرقی مساوات کا حل  .1

ل جزو .2
م
ک

 

ت
م

اس کا حل  معلوم  کےمیں تبدیل کرمعلوم کرکے غیر ٹھیک مساوات کو ٹھیک مساوات  (Integrating Factor)ضربی 

 ۔کرنے کا طریقہ سیکھ سکیں

 (Exact Differential Equations) ٹھیک تفرقی مساواتیں 3.2

یا ٹھیک تفرقی مساوات کہلاتی ہے اگر  ٹھیک مساوات          ہوں تو مساوات  Nاور  M  تکے دو تفاعلا    اگر تعریف: 

 وجود رکھتا ہو کہ  (   )  ایک ایسا تفاعل

 [ (   )]          

(   ) ٹھیک مساوات ہے اس لیے کہ             مساوات  مثلاً کو اس (   ) ہے۔ عملاً              

 قدر معلوم کرنا آسان نہیں ہوتا ہے۔

 (Necessary and Sufficient Condition for Exact Equations) ٹھیک تفرقی مساواتوں کے لیے ضروری اور کافی شرائط 3.2.1

 شر  ہ  ہے کہکافیکے ٹھیک ہونے کی ضروری اور          کی تفرقی مساوات   پہلے رتبے اور پہلے درجے

  

  
 

  

  
  ہو۔   

  ثبوت:

 مساوات  فرض کرو کہ:  شر ضروری 

 …………..(1)              

 نا ہے کہثابت کر، ہمیں مساوات ہے ٹھیک
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  …………..(2)    

  

  
 

  

  
  

 کہ وجود رکھتا ہو  (   )  ٹھیک تفرقی مساوات کی تعریف سے ظاہر ہوتا ہے کہ ایک ایسا تفاعل ہوگا۔

  …………..(3)   [ (   )]  
  

  
   

  

  
           

 جہاں

  …………..(4)    

  

  
    

 اور

  …………..(5)    

  

  
   

 تفرق کرنے پر ہمیں حاصل ہوتا ہے   کو بہ لحاظ(4)مساوات  

  

  
 

 

  
(
  

  
)  

   

    
 

 تفرق کرنے پر ہمیں حاصل ہوگا کو بہ لحاظ (5)اور مساوات  

  

  
 

 

  
(
  

  
)  

   

    
 

کہ چوں 

   

    
 

   

    
 ، اس لیےہوتا ہے 

  

  
 

  

  
 

کے ٹھیک ہونے کی ضروری شر  ہ  ہے کہ         اس لیے تفرقی مساوات  

  

  
 

  

  
 ہو۔   

 فرض کرو کہ شر : شر کافی 

  

  
 

  

  
۔ اس کے ٹھیک ہے           نا ہے کہ تفرقی مساوات  ثابت کر۔ ہمیں صحیح ہے 

[(   ) ] ہے کہ   تلاش کرنا (   ) لیے ہمیں ایک ایسا تفاعل    ہو۔         

ل مستقل       ∫  فرض کرو کہ
م
ک

 

ت

 مانا گیا ہے، تبجس میں دورانِ 

 

  
(∫   )  

  

  
 

کہ چوں 

 

  
(∫   )  اس لیے،   

  

  
 

   

    
 

 چوں کہ

   

    
 

   

    
اور  

  

  
 

  

  
 اس لیے، ہے 

  

  
 

   

    
 

 

  
(
  

  
) 

ل بہ لحاظ  
م
ک

 

ت

 کرنے پر ہمیں حاصل ہوگا  

  
  

  
  ( ) 
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 ابمستقل ہے۔ ( ) جہاں 

        
  

  
   {

  

  
  ( )}    

                                                                            (
  

  
   

  

  
  )   ( )   

                                                                                ( )   

                                                                             (  ∫ ( )  ) 

 تفرقی مساوات ہے۔ایک ٹھیک           اس طرح  ہے۔ (Total Differentiation)قجو ایک کامل تفر

  :ٹھیک تفرقی مساوات کے حل کا عملی قاعدہ

 معلوم کریں۔ اور    کر لکھکی شکل میں           دی گئی مساوات کو  .1

اگر .2
  

  
 

  

  
 ہو تب تفرقی مساوات ٹھیک ہے۔  

ل   کریں کو بہ لحاظ       کو مستقل مان کر    متغیر .3
م
ک

 

ت

 ۔

ل کریں    بہ لحاظ کو  کو مستقل مان کر    متغیر .4
م
ک

 

ت

ل کرنے پر حاصل ہوں۔  کو بہ لحاظ جو   چھوڈدواور  ان ارقام کو 
م
ک

 

ت

 

 ۔ یہی ٹھیک مساوات کا حل ہوگا۔ری مستقل کے برابر کروصل دہہ ارقام کو مع  کرکے ایک اتیاتیسرے اور چوتھے مرحلے سے حا

     (       )   (       ): ۔ حل کرو1مثال

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

(       )   (       )     

 سے کرنے پر            اس مساوات کا تقابل 

                                                                                      

               اور

                                                                     
  

  
      

  

  
   

 اس لیے

  

  
 

  

  
 

 درجہ ذیل طریقہ سے نکالا جاتا ہےمساوات ٹھیک ہے۔ ٹھیک مساوات کا حل اس لیے دی گئی 

∫    ∫(       )    
  

 
        

∫    ∫(       )        
  

 
    

ملا      کہچوں 
ک

 

ت

 نے  پردی گئی مساوات کا حل ہوگا ت میں موجود ہے اس لیے اس کو چھوڑدونوں 
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 ۔ہوگا                       دی گئی مساوات کا حل  لیے اس 

(    )۔ حل کرو: 2مثال                   

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

(    )                   

 سے کرنے پر            اس مساوات کا تقابل 

                                                                         (    )      

                                                                                       اور

                                                                
  

  
           

  

  
        

 اس لیے

  

  
 

  

  
 

 ذیل طریقہ سے نکالا جاتا ہےاس لیے دی گئی مساوات ٹھیک ہے۔ ٹھیک مساوات کا حل درجہ 

∫    ∫(    )        (    )      

∫    ∫                

ملا      کہ  ں چو
ک

 

ت

 نے  پردی گئی مساوات کا حل ہوگا ت میں موجود ہے اس لیے اس کو چھوڑدونوں 

              

(    )        

(    )دی گئی مساوات کا حل  لیے اس   ۔ہوگا       

   (     )   (     )۔ حل کرو: 3مثال

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

(     )   (     )     

 سے کرنے پر            اس مساوات کا تقابل 

                                                                           

                                                                                 اور
 

                                                            
  

  
       

  

  
    

 اس لیے
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 ہوگاکا حل  اسہے۔  تفرقی مساوات اس لیے دی گئی مساوات ٹھیک

∫    ∫(     )   
  

 
     

                                                      ∫    ∫(      )        
  

 
 

ملا    کہ  چوں 
ک

 

ت

 نے  پردی گئی مساوات کا حل ہوگا ت میں موجود ہے اس لیے اس کو چھوڑدونوں 

  

 
     

  

 
   

                                                                                    

 ۔ہوگا             دی گئی مساوات کا حل  لیے اس 

               (             )۔ حل کرو:4مثال

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

(             )               

 سے کرنے پر            اس مساوات کا تقابل 

                                                                                    

                                                                                     اور

                                                              
  

  
                  

                                                                          اور
  

  
                  

 اس لیے

                                                                  
  

  
 

  

  
 

 ہوگاکا حل  اساس لیے دی گئی مساوات ٹھیک ہے۔ 

∫    ∫(             )   

                                                                         
     

 
 ∫   

     

 
   

     

 
 

                                                                              ∫         
     

 
 

                                                                              
     

 
 

     

 
 

                                                                              

 اور
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                                                        ∫    ∫          

                                                                         
     

 
 

                                                                              

ملات میں      کہ  چوں 
ک

 

ت

 نے  پردی گئی مساوات کا حل ہوگا  موجود ہے۔  اس لیے اس کو چھوڑدونوں 

         

 ۔ہوگا         دی گئی مساوات کا حل  لیے اس 

     (              )   (          )۔ حل کرو:5مثال

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

(          )   (              )     

 سے کرنے پر            اس مساوات کا تقابل 

                                                                                     
 

                                                                   اور

                                                      
  

  
             

  

  
         

 

 اس لیے

                                                                       
  

  
 

  

  
 

 ہوگاکا حل  اسہے۔  تفرقی مساوات لیے دی گئی مساوات ٹھیکاس 

∫    ∫(          )   

                                                                         
  

 
 

     

 
    

 

                                                                         
  

 
         

 

 اور

                                                        ∫    ∫(              )   

                                                                       
    

 
 

     

 
      

                                                                                     

        چونکہ  
ملا
ک

 

ت

 نے  پردی گئی مساوات کا حل ہوگا ت میں موجود ہے اس لیے اس کو چھوڑدونوں 

  

 
                 

دی گئی مساوات کا حللیے  اس 

  

 
 ۔ہوگا                 
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3.2.2  

م

ل اجزا ضربی
م
ک

 

ت

 (Integrating Factors) 

 جا سکتی ہوں مساواتیں جو ٹھیک نہ ہوں لیکن ٹھیک بنائی .1

(Non Exact Differential Equations which can be Reduced to Exact) 

 کرو کہ  فرض

 …………..(1)             

(   ) ٹھیک مساوات نہیں ہے اور ایک تفاعل  سے ضرب دیا جائے تو (   ) کو (1)اس طرح وجود رکھتا ہے کہ اگر مساوات    

صلہ مساوات  
ح
م

 (   )[       ]   (1)مساوات کو دی ہوئی(   ) ٹھیک ہو جاتی ہے۔ ایسے تفاعل     

 
ک 

 

ت
م

ل اجزا کا 
م

ضربی   ء 

 کہتے ہیں۔

ل .2
م
ک

 

ت
م

 (:Integrating Factors found by Inspection)ضربی اجزا تنقیدی جائزہ سے معلوم کیے گیے 

 کو یاد رکھیں: (Exact Differentials)ذیل کے ٹھیک مشتقات

(i)  (
 

 
)  

       

   

(ii)  (
 

 
)  

       

   

(iii)  (   
 

 
)  

       

  
 

(iv)  (   
 

 
)  

       

  
 

(v)  (  )          

(vi)  (      

 
)  

       

      

(vii)  (      

 
)  

       

      

(viii)  (
 

  
)  

       

     

(ix)  (
  

  )  
             

   

(x)  (
  

  )  
             

   

                ۔ حل کرو:1مثال

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

                

  مساوات ہے، لیکن اس مساوات کو (Non Exact)غیر ٹھیک مساوات ہ  
 سے تقسیم دینے پر   

       

  
        

                                                                         (
 

 
)         

                                                                ∫ * (
 

 
)      +    
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 ۔ہوگا        دی گئی مساوات کا حل لیے اس 

 ۔کرو معلوم حل کا      (         )   (       )مساوات ۔2مثال

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

                           (       )   (         )     

             (     )   (       )             

                              (     )(      )            

                                          (      )  
         

     
   

                                                 [   (     )]    

                             ∫[       ]  ∫ [   (     )]    

                                                             (     )    

(     )         لیے دی گئی مساوات کا حل اس   ۔ہوگا   

ل  .3
م
ک

 

ت
م

 ضربی معلوم کرنے کے طریقے اجزا غیر ٹھیک مساوات کو ٹھیک بنانے کے لیے چند قوانین اور 

 (Some Rules to find Integrating Factors of Non Exact Equation to make it Exact) 

ہو تب  (Homogeneous)اور مساوات متجانس           ،غیر ٹھیک ہے            اگر پہلا قائدہ:

 

     
لمساوات 

م
ک

 

ت
م

 درجہ ذیل  ہوگی جس کا حل حاصل کیا جا سکتا ہے ۔ اس لیے ٹھیک مساواتضربی ہوگا جزو  کا 

 

     
[       ]    

  تبکی ہو      (  )     (  )  اس کی شکل اور  ٹھیک نہ  ہو           اگرمساوات  دوسرا قائدہ:

 

     
ل         مساوات 

م
ک

 

ت
م

 اور  اس طرح ٹھیک مساوات  ہوگی ضربی  جزو  کا 

 

     
[       ]    (       ) 

( ) ٹھیک نہ  ہو اور  اس کی شکل            اگرمساوات  ئدہ:قاتیسرا   
 

 
*
  

  
 

  

  
∫ تب  کی ہو +  ( )  

مساوات 

ل          
م
ک

 

ت
م

 درجہ ذیل ہوگی جس کا حل حاصل کیا جا سکتا ہے ضربی  اور  اس طرح ٹھیک مساواتجزو کا 

 ∫  ( )  [       ]    

( ) اگر  ئدہ:قاچوتھا   
 

 
*
  

  
 

  

  
∫ تب  کی ہو +  ( )  

ل          مساوات 
م
ک

 

ت
م

ضربی  اور  اس طرح جزو کا 

 حاصل کیا جا سکتا ہےدرجہ ذیل ہوگی جس کا حل  ٹھیک مساوات

 ∫  ( )  [       ]    
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 ئدے کے چند مسائل:پہلے قا

     (       )   (        )۔ حل کرو:1مثال

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

(        )   (       )     

 سے کرنے پر            اس مساوات کا تقابل 

                                                                            
 

                                                                      اور
 

 ۔ اورمتجانس ہیں   اور  یہاں   

                                                          (        )  (       )  

                                                                                            

                                                                               

 

    
 دی گئی مساوات کا

م

ل
م
ک

 

ت

 ضربی ہے۔ اس لیے ٹھیک مساوات درجہ ذیل  ہوگی  جزو 

                                    
 

    
[(        )   (       )  ]    

                                                                         (
 

 
 

 

 
)   (

 

  
 

 

 
)     

ہمیں حاصل کرنے پر سے             اس مساوات کا تقابل   حل کے برابر ہوگا۔ اباس مساوات کا حل دی گئی مساوات کے 

 ہوتا ہے

   
 

 
 

 

 
    

 

 
 

 

  
 

                                                      
   

  
  

 

  
          

   

  
  

 

  
 

 اس لیے

                                                                       
   

  
 

   

  
 

 کا حل درجہ ذیل طریقہ سے نکالا جاتا ہے اسہے۔  تفرقی مساوات اس لیے دی گئی مساوات ٹھیک

∫(
 

 
 

 

 
)   ∫(

 

 
)     

                                                                      
 

 
               

لیے دی گئی مساوات کا حل اس 

 

 
    (

  

  )  ۔ہوگا   

     (     )      ۔ حل کرو:2مثال

 حل۔ دی گئی مساوات ہے
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      (     )     

 سے کرنے پر            اس مساوات کا تقابل 

                                                                     

 (     )                                                                     اور

                                                      
  

  
             

  

  
     

 

 اس لیے

                                                                       
  

  
 

  

  
 

 ابدی گئی مساوات ٹھیک  مساوات نہیں ہے۔  اس لیے

          (     )  

                                                                                          
 

                                                                                      

 

   
  دی گئی مساوات کا

م

ل 
م
ک

 

ت

 ضربی ہے۔ اس لیے ٹھیک مساوات درجہ ذیل  ہوگی  جزو 

                        
 

   
[      (     )  ]    

                           *
  

   
   (

  

  
 

 

 
)  +    

 جو کہ دی گئی مساوات کے حل کے برابر ہوگا کا حل درجہ ذیل طریقہ سے نکالا جاتا ہے اس

                                ∫(
  

   
)   ∫(

 

 
)     

                                                 
  

    
             

                                                                    
 

 
 

  

   
 

                                                                     
  

   
 

    لیے دی گئی مساوات کا حل اس 
  

   
 ۔ہوگا 

     (      )     ۔ حل کرو:3مثال

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

     (      )     

 سے کرنے پر            اس مساوات کا تقابل 

                                                                  

 (      )                                                                      اور
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 اس لیے

                                                                       
  

  
 

  

  
 

 س لیے۔ امتجانس ہیں  ، اور   اس لیے دی گئی مساوات ٹھیک  مساوات نہیں ہے

          (      )  

                                                                                         
 

                                                                                     

 

    
 دی گئی مساوات کا 

م

ل 
م
ک

 

ت

 ضربی ہے۔ اس لیے ٹھیک مساوات درجہ ذیل  ہوگی  جزو 

                   
 

    
[     (      )  ]    

                           
  

   
   (

  

   
 

 

 
)     

 ۔ اس لیے اس مساوات کا حل ہےہوگا کے برابر  حل اس مساوات کا حل  دی گئی مساوات کے

                               ∫ (
  

   
)    ∫(

 

 
)     

                                        
   

   
             

                                                                 
 

 
 

  

   
 

                                                                          
  

   
 

    لیے دی گئی مساوات کا حل اس 
  

   
 ۔ہوگا 

 کے چند مسائل:دوسرے قائدے

 ۔کرومعلوم حل کا     (       )    (        ) مساوات ۔1مثال

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

 (1)………..    (        )    (       )     

 سے کرنے پر            اس مساوات کا تقابل 

                                                              (        ) 

 (       )                                                            اور

                              
  

  
                    

  

  
          

 

 اس لیے
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 ہے اور     (  )     (  )  اور اس کی شکل   اس لیے دی گئی مساوات ٹھیک  مساوات نہیں ہے

                                                                 (        )   (       )  

                                                                                                  
 

                                                                                      

 

     
ل 
م
ک

 

ت
م

 ضربی ہے۔ اس لیے ٹھیک مساوات درجہ ذیل  ہوگی  جزودی گئی مساوات کا 

                   
 

     
[ (        )    (       )  ]    

                           (
         

     
)   (

        

     
)     

                                   (
 

    
 

 

  
)   (

 

    
 

 

  
)     

 اس مساوات کا حل  دی گئی مساوات کے حل کے برابر  ہوگا۔ اس لیے اس مساوات کا حل ہے

                                              ∫ (
 

    
 

 

  
)   ∫(

 

  
)     

                                                        
 

   
 

 

 
     

 

 
       

                                                               
 

  
                 

                                                                               (
  

 
)  

 

  
   

)   لیے دی گئی مساوات کا حل اس 
  

 
)  

 

  
 ۔ہوگا   

 ۔کرومعلوم حل کا     (    )    (    ) مساوات ۔2مثال

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

 (1)………..    (    )    (    )     

 سے کرنے پر            اس مساوات کا تقابل 

   (    )    (    ) 

                                                   
  

  
       

  

  
       

 اس لیے

                                                                          
  

  
 

  

  
 

 ہے اور     (  )     (  )  اور اس کی شکل   اس لیے دی گئی مساوات ٹھیک  مساوات نہیں ہے

       (    )   (    )  
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ل 
م
ک

 

ت
م

 ضربی ہے۔ اس لیے ٹھیک مساوات درجہ ذیل  ہوگی  جزودی گئی مساوات کا 

                                
 

      
[ (    )    (    )  ]    

                                           (
     

      
)   (

     

      
)     

                           ( 
 

    
 

 

  
)   ( 

 

    
 

 

  
)     

 اس مساوات کا حل  دی گئی مساوات کے حل کے برابر  ہوگا۔ اس لیے اس مساوات کا حل ہے

                                         ∫ ( 
 

    
 

 

  
)    ∫(

 

  
)     

                                                          
 

   
 

 

 
     

 

 
       

                                                        
 

  
                

                                                                                (
 

 
)  

 

  
   

)   لیے دی گئی مساوات کا حل اس 
 

 
)  

 

  
 ۔ہوگا   

 -:مسائل  چند کےتیسرے اور چوتھے قائدے  

 ۔کرومعلوم حل کا          (    )مساوات ۔1مثال

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

 (1)………..   (    )          

 سے کرنے پر            اس مساوات کا تقابل 

            

                                                          
  

  
      

  

  
   

 اس لیے

                                                                       
  

  
 

  

  
 

 اور   مساوات ٹھیک  مساوات نہیں ہے اس لیے دی گئی

 

 
[
  

  
 

  

  
]  

 

 (   )
(      ) 

                                                                                
 

 (   )
(   ) 

                                                                                
 

 
  ( ) 
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    ( ) ∫ اس لیے 
∫( 

 

 
)  

        
 

 
ل
م
ک

 

ت
م

کو ( 1)مساوات  بضربی ہے۔ ا  جزو دی گئی مساوات کا 

 

 
سے ضرب  

 دینے پر

                                
 

 
[(    )       ]    

                                       (   )         

  ہے۔ٹھیک مساوات 

 کا حل  دی گئی مساوات کے حل کے برابر  ہوگا۔ اس لیے اس مساوات کا حل ہےاس مساوات 

                                                          

                                                      (  )    

                                                      (    )    

                                                                   

 ۔ہوگا       لیے دی گئی مساوات کا حل اس 

 ۔کرومعلوم حل کا     (      )    (   ) مساوات ۔2مثال

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

 (1)………..    (     )    (      )     

 سے کرنے پر            اس مساوات کا تقابل 

   (     )    (      ) 

                                              
  

  
        

  

  
         

 اس لیے

                                                                       
  

  
 

  

  
 

 اور   دی گئی مساوات ٹھیک  مساوات نہیں ہےاس لیے 

 

 
[
  

  
 

  

  
]  

 

 (     )
(              ) 

                                                             
 

 (     )
(     ) 

                                                             
 

 
  ( ) 

    ( ) ∫ اس لیے 
∫(

 

 
)  

ل        
م
ک

 

ت
م

سے ضرب دینے   کو ( 1)ضربی ہے۔ اب مساوات  جزو دی گئی مساوات کا 

 پر

                                 [ (     )    (      )  ]    

                               (     )     (      )     

 سے کرنے پر              کا تقابل اس مساوات ٹھیک مساوات ہے۔ 
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     (     )             
                                                         (      )               

 اس لیے مساوات کا حل ہے

     (   کے، بغیر   کے ارکان)∫     ∫                                      

                                            ∫(         )   ∫      

                                                                   
    

 
           

                                                                                  

 ۔ہوگا                      دی گئی مساوات کا حللیے اس 

  )مساوات ۔3مثال
  

 
 

  

 
)    

 

 
 ۔کرومعلوم حل کا     (     )

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

 (1)………..   (  
  

 
 

  

 
)    

 

 
(     )     

 سے کرنے پر            اس مساوات کا تقابل 

    
  

 
 

  

 
   

 

 
(     ) 

                                                
  

  
      

  

  
 

 

 
(    ) 

 اس لیے

                                                                       
  

  
 

  

  
 

 اور   اس لیے دی گئی مساوات ٹھیک  مساوات نہیں ہے

 

 
[
  

  
 

  

  
]  

 

     
(     

 

 
(    )) 

                                                                       
 

 (    )
 

 

 
(    ) 

                                                                       
 

 
  ( ) 

)∫    ( ) ∫ اس لیے 
 

 
)            

ل
م
ک

 

ت
م

  کو ( 1)ضربی ہے۔ اب مساوات   جزو دی گئی مساوات کا 
سے ضرب  

 دینے پر

                                  *(  
  

 
 

  

 
)   

 

 
(     )  +    

                         (    
    

 
 

  

 
)   

 

 
  (    )     

 سے کرنے پر              کا تقابل مساوات ہے۔ اس مساوات  تفرقی  ٹھیکاب ہ  ایک 
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  (    ) 

 اس لیے مساوات کا حل ہے

     (   کے، بغیر   کے ارکان)∫     ∫                              

                         ∫(    
    

 
 

  

 
)   ∫( )     

                                                       
   

 
 

    

   
 

  

   
   

                                                                              

 ۔ہے                لیے دی گئی مساوات کا حل اس 

 ۔کرومعلوم حل کا            (     )مساوات ۔4مثال

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

 (1)………..   (     )            

 سے کرنے پر            اس مساوات کا تقابل 

              
 

                                                           
  

  
     

  

  
    

 

 اس لیے

                                                                       
  

  
 

  

  
 

 اور   اس لیے دی گئی مساوات ٹھیک  مساوات نہیں ہے

 

 
[
  

  
 

  

  
]  

 

    
(       ) 

                                                                                   
 

    
    

 

                                                                                   
 

 
  ( ) 

)∫    ( ) ∫ اس لیے 
 

 
ل          (

م
ک

 

ت
م

سے ضرب دینے   کو ( 1)ضربی ہے۔ اب مساوات   جزو دی گئی مساوات کا 

 پر

                               [(     )         ]    

                        (       )             

 سے کرنے پر              کا تقابل اب ہ  ایک ٹھیک تفرقی  مساوات ہے۔ اس مساوات 

            



64 

 

                                                                                 
 

 کا حل ہے اس لیے مساوات

     (   کے، بغیر   کے ارکان)∫     ∫                              

                                        ∫(       )   ∫( )     

                                                               
     

 
   

  

 
   

                                                                                    

 ہے۔          لیے دی گئی مساوات کا حل اس 

 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 3.4

ٹھیک مساوات کہلاتی ہے اگر           مساوات  .1

  

  
 

  

  
 درجہ ذیل ہوگاہو اور اس کا حل  

(  کے ارقام  )∫    ∫      

ہیں  ئدےٹھیک مساوات نہ ہو ، تب اس مساوات کو حل کرنے کے لیے چار قا          مساوات اگر  .2 دیے گیے

 میں تبدیل کر کے اس کا حل معلوم کر سکتے ہیں۔جس کی مدد سے مساوات کو ٹھیک مساوات 

 (Key Words)کلیدی الفاظ 3.5

ل متجانس تفاعل،  ٹھیک مساوات، غیر ٹھیک مساوات، 
م
ک

 

ت
م

 ضربی   جزو

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 3.6

  (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات 3.6.1

مساوات   .1

  

  
 

       

       
 ہے  

.A  متجانس  .B  متغیر جدا پزیر  .C  ٹھیک  .D  ان میں سے کوئی نہیں 

 ٹھیک مساوات ہےذیل میں سے کون  .2

.A        (     )      .B  (      )   (        )     

.C  (         )   (   )      .D  ان میں سے کوئی نہیں 
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 ہے .I.Fتب اس مساوات کا          متجانس مساوات ہے اور            اگر .3

A         .B         .C  

 

     
 .D  

 

     
 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات 3.6.2

 :کریے حل کی مساواتوں کو ذیل 

1.          (        )      

2. (   
 

 ⁄ )    
 

 ⁄ (  
 

 
)      

3. (         )   (   )      

4. (           )    (         )     

5. (       )
  

  
        

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات 3.6.3

 :یںکر دریافت حل کی مساواتیں ٹھیک مساواتیں  ہیں۔ اگر ٹھیک ہیں تو ان کا ذیل کہ  ثابت کرو 

1. (          )   (          )     

2. (     )(       )    (       )    

3. [            (   )]   [             (   )]     

 ذیل کی مساواتوں کو حل کرو:

4.    
  

  
    

  

  
 

5. (       )   (        )     

6.      (        )     

 کرو: معلوم  حل مساواتوں کاذیل کی 

7. (              )    (              )      

8. (            )    (            )      

 ذیل کی مساواتوں کے حل  معلوم کرو:

9. (        )          

11. (      )           

11. (        )   (             )     

12. (         )   (        )     

     )مساوات   .13
 

 ۔کا حل دریافت کرو          (  

 کو حل کرو۔    (              )   (             )مساوات  .14
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 جوابات:

 کے جوابات مختصر جوابات کے حامل سوالات 3.6.2

1.               

2.     
(
 

 
)
   

3.                   

4.      (         )     

5.          

 کے جوابات طویل جوابات کے حامل سوالات 3.6.3

1.                   

2.               (
 

 
)     

3.             (   )    

4.    √           (
 

 
)    

5.    (
  

  )  
 

 
   

6.   (   )    (   ) 

7.    
 

  
          

8. 
    

 
 

 

  
    (

 

 
)    

9. (     )     

11.          
 

11.                       

12.            

13.   
 

    
  

     

14.      
  

 
 

 

  
   

 (Suggested Books for further Readingsکتابیں)کردہ  تجویزمزید مطالعے کے لیے 3.7

1. Text Book of Differential Equations, Khalil Ahmad, Real World Education Publishers, 

New Delhi 

2. Ordinary and Partial Differential Equations-   Rai Singhania, S.Chand & Co.,  New Delhi 

3. A Text Book of B.Sc. (Mathematics), Volume –I , V. Venkateshwara Rao and others, S. 

Chand & Company 
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  کی خطی تفرقی مساواتیںاور پہلے درجے  پہلے رتبے ۔ 4 اکائی

Linear Differential Equations of First Order and First Degree)) 

 کے اجزا ئیاکا

 تمہید    4.0

 مقاصد   4.1

 کی خطی تفرقی مساواتیں درجے اور پہلے پہلے رتبے   4.2

 خطی تفرقی مساواتیںتحویل پزیر   4.2.1 

 ئجاکتسابی نتا   4.3

 الفاظکلیدی    4.4

 نمونہ امتحانی سوالات   4.5

  معروضی جوابات کے حامل سوالات  4.5.1 

 مختصر جوابات کے حامل سوالات  4.5.2 

 طویل جوابات کے حامل سوالات  4.5.3 

 کتابیںکردہ  تجویزکے لیے  لعےمزید مطا   4.6

 (Introduction)تمہید 4.0

تکنیکوں پر  متناظر حل کرنے کے طریقے  مختلفبہت ہی خاص شکل کی مساواتیں ہیں اور ( Linear Equations)خطی مساواتیں  

خطی تفرقی مساوات کی شکل کی  مشتمل ہیں۔ پہلے رتبے اور پہلے درجے

  

  
ہے اور تفرقی مساوات        

  

  
       

کو  

  کہتے ہیں۔ جس کو ہم خطی بنا کر حل کریں گے۔ (Bernoulli’s Equation)برنولی مساوات 
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 (Objectives)مقاصد 4.1

کا اور  ان گےے  جایں  کی خطی تفرقی  مساواتوں سے واقف   اور پہلے درجےمختلف قسم کی پہلے رتبے  ے نے پر    کے مکمل اس اکائی

اس اکائی میں ہم خطی تفرقی مساوات  ۔سے بھی واقف ے  جایں گے نیز برنولی مساوات کے حل کے طریقے گے سکیں حاصل کرحل 

  

  
سے برنولی کی مساوات کو ٹھیک مساوات کی مدد سے حل کرکے اس کے استعمال       

  

  
       

کے کے حل  

 کو بیان کریں گے۔ طریقے

 کی خطی تفرقی مساواتیں  اور پہلے درجےپہلے رتبے 4.2

Linear Differential Equations of First Order and First Degree)) 

 معیاری شکلکی   کی خطی تفرقی  مساواتوں  اور پہلے درجےپہلے رتبے

 ………….(1)     

  

  
       

 ۔مسلسل تفاعل ہیںکے   یا   تدو مستقلا کوئی Q اور P ہے، جہاں

  (General Solution)کا عام حل  (1)، تب مساواتںے  تتفرق پزیر  تفاعلاکے    پرIکسی وقفہ   Qاور  P اگر  نظریہ:

  ∫    ∫[  ∫   ]     

 ۔ے گا

 دی گئی مساوات ہے ثبوت:

 ………….(1)     

  

  
      

  شکل میں کھنے  پر میں  حاصل ے گاکی          کو  (1)مساوات  ۔ہیں تکے  تفاعلا دو  کوئی Qاور  P جہاں

 ………….(2)    (    )        

    اور         یہاں
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 ٹھیک مساوات نہیں ہے، لیکن  (2)اس لیے مساوات 

 

 
(
  

  
 

  

  
)   (   )     ( ) 

ل (2)لیے مساوات  اس
م
ک

 

ت
م

   ∫       (Integrating Factor)جزو ضربی کا 
   ∫ کو (1)ہے۔ مساوات  

 دینے پرسے ضرب   

 میں  حاصل ے گا

                                 ∫   
  

  
   ∫        ∫   

 

                                             
 

  
(  ∫   )    ∫   

 

                                   ∫
 

  
(  ∫   )   ∫[  ∫   ]    

  ∫    ∫[  ∫   ]      

[   ∫  ]∫    ∫  کا حل (1)اس طرح  مساوات   ایک مستقل ہے۔  ہے، جہاں       

(    )۔ حل کرو: 1مثال
  

  
     

 

    
 

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

(    )
  

  
     

 

    
 

اس مساوات کو

  

  
 کی شکل میں لانے پر       

 ………….(1)    

  

  
 (

  

    
)   

 

(    ) 
 

   یہاں 
  

    
ور     ا

 

(    ) 
 ۔ہیں  

 ہے کا حل خطی تفرقی مساوات ہے اس لیےاس  ایک ( 1) مساوات کہچوں 

  ∫    ∫[  ∫   ]      
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   ∫ اس کے لیےہم پہلے ایک مستقل ہے۔  جہاں   
 لیے ۔ اسحاصل کریں گے 

∫    ∫(
  

    
)   

                                                                                 ∫(
  

    
)   

                                                                                    (    ) 

                                                                                   (    ) 
 

 اس لیے

                                                                    ∫        (    )
 

 (    ) 
 

 کا حل ے گا  (1)اس طرح  مساوات

                                                          (    )  ∫[
 

(    ) 
 (    ) ]      

                                                                                ∫      

                                                                                    

 ہے۔      (    ) اس لیے دی گئی مساوات کا حل 

 ۔ حل کرو: 2مثال
  

  
             

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

 
  

  
             

اس مساوات کو

  

  
 کی شکل میں لانے پر       

 ………….(1)    

  

  
 (

 

 
)         

   یہاں 
 

 
ور   ۔ہیں          ا

 ہے کا حل خطی تفرقی مساوات ہے اس لیےاس  ایک ( 1) مساوات کہچوں 
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  ∫    ∫[  ∫   ]      

   ∫ ایک مستقل ہے۔ اس کے لیےہم پہلے  جہاں   
 حاصل کریں گے۔ اس لیے 

                                                                  ∫     ∫(
 

 
)    

                                                                                      

                                                                                     
 

 اس لیے

                                                                    ∫          
   

 

 کا حل ے گا  (1)اس طرح  مساوات

                                                                           ∫[     ]       

                                                                                ∫           

                                                                                    ∫     ∫[
 

  
(    )∫    ]      

                                                                                
  

 
     ∫ *

 

 
 

  

 
+      

                                                                                
  

 
     

 

 
∫       

                                                                                
  

 
     

  

  
   

    اس لیے دی گئی مساوات کا حل 
  

 
     

  

  
 ہے۔   

بعض اوقات خطی تفرقی مساوات کی شکل   :(Remark)تبصرہ

  

  
      

  ٍ
 اور    جہاں، ے تی ہے  

  ٍ
 ۔ہیں تکے  تفاعلا دو  کوئی 

 اب اس مساوات کا حل ذیل کی طرح ے گا

  ∫     ∫[ 
  ٍ
 ∫    ]      
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(     ) مساوات۔3مثال
  

  
 کا حل معلوم  کرو۔   

 مساوات ہے حل۔ دی گئی

(     )
  

  
   

  پربدلنےشکل میں معیاری کی   خطی تفرقی مساوات  اس مساوات کو

 ………….(1)    

  

  
 ( 

 

 
)      

 

     یہاں 
 

 
ور    ا

  ٍ
    

 ۔ہیں  

 ہے کا حل اس 

  ∫     ∫[ 
  ٍ
 ∫    ]      

    ∫ ایک مستقل ہے۔ اس کے لیےہم پہلے  جہاں   
 حاصل کریں گے۔ اس لیے 

                                                                ∫      ∫( 
 

 
)   

                                                                                     

                                                                                  (
 

 
) 

 اس لیے

                                                                  ∫      
   (

 
 
)
 

 

 
 

 کا حل ے گا  (1)اس طرح  مساوات

                                                                         
 

 
 ∫ [    

 

 
]      

                                                                               ∫       
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 ہے۔        اس لیے دی گئی مساوات کا حل 

 کا حل معلوم  کرو۔   (        )   (    )۔مساوات 4مثال

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

(    )   (        )   

  پربدلنےشکل میں معیاری کی   خطی تفرقی مساوات  اس مساوات کو

 ………….(1)    

  

  
 (

 

    
)   

      

    
 

    یہاں 
 

ور        ا
  ٍ

 
      

 ۔ہیں      

 ہے کا حل اس 

  ∫     ∫[ 
  ٍ
 ∫    ]      

    ∫ ایک مستقل ہے۔ اس کے لیےہم پہلے  جہاں   
 حاصل کریں گے۔ اس لیے 

∫     ∫(
 

    
)    

        

 اس لیے

                                                                 ∫            
 

 کا حل ے گا  (1)اس طرح  مساوات

                                                                     ∫*
      

    
        +      

             فرض کرو کہ
 

         

                                                                     ∫        

                                                                              (   )     
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                                                                              (        )          

(        )  اس لیے دی گئی مساوات کا حل           
 ہے۔ 

معلوم  کروجس کی تفرقی مساوات  مساوات ۔ منحنی کی5مثال

  

  
)  کہ دیا گیا ہےجب کہ  ،ہے              

 

 
)    

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

 ………….(1)    

  

  
 (     )       

ور         یہاں   ۔ہیں         ا

 ہے کا حل خطی تفرقی مساوات ہے اس لیےاس  ایک ( 1) مساوات کہچوں 

  ∫    ∫[  ∫   ]      

   ∫ ایک مستقل ہے۔ اس کے لیےہم پہلے  جہاں   
 حاصل کریں گے۔ اس لیے 

                                                                  ∫     ∫(     )   

                                                                                         

                                                                                   (     ) 

 اس لیے

                                                                    ∫        (     )        

 کا حل ے گا  (1)اس طرح  مساوات

                                                                              ∫[          ]      

                                                                                ∫[         ]      

                                                                                       

 ہے۔              اس لیے دی گئی مساوات کا حل 
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) دیا گیا ہے 
 

 
)  اس لیے   

( )    
 

 
    

 

 
   

           

اس منحنی کی مساوات ہے  جس کی تفرقی مساوات               اس طرح  

  

  
 ۔ہے            

 (Equations Reducible to Linear Differential Equations)تحویل پزیر خطی مساواتیں 4.2.1

 ے شکل میں  جو درجہ ذیل وہ مساوات  تعریف:

 ………….(1)    

  

  
       

 

 مساوات کہلاتی ہے۔ تفرقیبرنولی  کے تفاعل ہیں حقیقی اعداد یا     اور   جہاں

   کو خطی مساوات بنانے کے لیے (1)اس کو حل کرنے کے لیے مساوات 
 ۔ اس لیےکو ضرب دیتے ہیں (1)سے مساوات  

 ………….(2)         

  
         

  تب      فرض کرو کہ  

(   )   
  

  
 

  

  
 

   
  

  
 

 

(   )

  

  
 

 ( سے2مساوات )

 

(   )

  

  
      

  

  
 (   )   (   )  

 ………….(3)    

  

  
       

 

 ہے جس کا حل حاصل کیا جا سکتا ہے۔( خطی 3ہیں۔ مساوات )   (   )   اور   (   )   جہاں
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۔ حل کرو: 1مثال

  

  
 (

 

 
)       

 

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

 ………….(1)    

  

  
 (

 

 
)       

 

   
  پرکو ضرب دینے (1)سے مساوات  

 ………….(2)         

  
 (

 

 
)       

 

  تب     فرض کرو کہ  

     
  

  
 

  

  
 

   
  

  
 

 

  

  

  
 

 ( سے2مساوات )

 

  

  

  
 (

 

 
)     

 

 ………….(3)    

  

  
 (

 

 
)       

 

    یہاں 
 

 
ور         ا

 ۔ہیں  

 ہے کا حل خطی تفرقی مساوات ہے اس لیےاس  ایک ( 3) مساوات کہچوں 

  ∫    ∫[  ∫   ]      

 ایک مستقل ہے۔ اس لیے  جہاں   

                                                                  ∫       ∫(
 

 
)    

                                                                                       

                                                                                      
 

 اس لیے
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                                                                    ∫           
    

 

 کا حل ے گا  (1)اس طرح  مساوات

                                                                          ∫[        ]      

                                                                                  ∫        

                                                                                  (
   

  
)    

                                                                         
 

   
   

                                                                         
 

 
      

 

                                                                      
 

 
      

 

    اس لیے دی گئی مساوات کا حل 
 

 
      

 ہے۔ 

 ۔ حل کرو: 2مثال
  

  
          

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

 
  

  
          

 ………….(1)    

  

  
 (

 

 
)   (

    

 
)   

 

   
  پرکو ضرب دینے (1)سے مساوات  

 ………….(2)         

  
 (

 

 
)     (

    

 
) 

  تب     فرض کرو کہ  
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 ( سے2مساوات )

                                                               
  

  
 (

 

 
)     

 

 ………….(3)    

  

  
 (

 

 
)   ( 

    

 
) 

    یہاں 
 

 
ور      ا

    

 
 ۔ہیں  

 ہے کا حل خطی تفرقی مساوات ہے اس لیےاس  ایک ( 3) مساوات کہچوں 

                                                                  ∫    ∫[  ∫   ]      

 ایک مستقل ہے۔ اس لیے  جہاں   

                                                                  ∫      ∫(
 

 
)   

                                                                                      

                                                                                      
 

 اس لیے

                                                                    ∫           
 

 

 
 

 کا حل ے گا  (1)اس طرح  مساوات

                                                                          
 

 
 ∫[ 

    

 
 
 

 
]      

                                                                                 ∫
    

  
     

                                                                                     ∫
 

  
   ∫[

 

  
(    )∫

 

  
  ]      

                                                                         
 

 
 

 

 
     ∫ [

 

  
(    )∫

 

  
  ]      

                                                                       
 

 
 

 

 
     ∫[

 

 
 

  

 
]      
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     ∫

 

  
     

                                                                     
 

  
 

 

 
     

 

 
   

اس لیے دی گئی مساوات کا حل 

 

 
 ہے۔           

۔ حل کرو: 3مثال

  

  
         

  
 

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

 ………….(1)    

  

  
         

  
 

  
  پرکو تقسیم دینے (1)سے مساوات  

 ………….(2)         

  
           

 

  تب     فرض کرو کہ  

     
  

  
 

  

  
 

   
  

  
 

 

  

  

  
 

 ( سے2مساوات )

 
 

 

  

  
         

 

 ………….(3)    

  

  
          

 

ور      یہاں          ا
 ۔ہیں  

 ہے کا حل خطی تفرقی مساوات ہے اس لیےاس  ایک ( 3) مساوات کہچوں 

  ∫    ∫[  ∫   ]      

 ایک مستقل ہے۔ اس لیے  جہاں   
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                                                                  ∫     ∫     

                                                                                  
 

 اس لیے

                                                                    ∫       
 

 کا حل ے گا  (1)اس طرح  مساوات

                                                                         
 ∫[     

    
]      

                                                                                 ∫      

                                                                                     

                                                                         
      

                                                                             
(    ) 

                                                                          
(    ) 

        اس لیے دی گئی مساوات کا حل 
 ہے۔ (    )

۔ حل کرو: 4مثال

  

  
                

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

                                                                             
  

  
                

 ………….(1)                                             
  

  
 (     )  (     )  

  

  
  پرکو تقسیم دینے (1)سے مساوات  

 ………….(2)          

  
 (     )          

  تب      فرض کرو کہ  
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 ( سے2مساوات )

                                                 
  

  
 (     )        

 ………….(3)     

  

  
          

 

ور         یہاں   ۔ہیں          ا

 ہے کا حل خطی تفرقی مساوات ہے اس لیےاس  ایک ( 3) مساوات کہچوں 

                                                                   ∫    ∫[  ∫   ]      

 ایک مستقل ہے۔ اس لیے  جہاں   

                                                                  ∫     ∫        

                                                                                         

 اس لیے

                                                                    ∫                    

 کا حل ے گا  (1)اس طرح  مساوات

                                                                        ∫[           ]      

 اس لیے             ، تبے         اگر

                                                                        ∫       
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اس لیے دی گئی مساوات کا حل 

     

  
 

     

 
 ہے۔   

 ۔ حل کرو: 5مثال
  

  
           

 

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

                                             
  

  
           

 

………….(1)                                            
 

 

  

  
 (

 

 
)        

  

  تب      فرض کرو کہ  

                                                              
 

 

  

  
 

  

  
 

 ( سے1مساوات )

 ………….(2)                                                        
  

  
 (

 

 
)     

 

  یہاں  
 

 
ور       ا

 ہیں۔  

 ایک  خطی تفرقی مساوات ہے اس لیےاس  کا حل ہے( 2) مساوات کہچوں 

                                                           ∫    ∫[  ∫   ]      

 ایک مستقل ہے۔ اس لیے  جہاں   

                                                           ∫     ∫
 

 
   

                                                                              

 اس لیے

                                                            ∫            

 مساوات  کا حل ے گادی گئی  اس طرح  
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                                                                    ∫[   ]      

                                                                        (   )     

                                                           (   )     

 ہے۔     (   )      وات کا حل اس لیے دی گئی مسا

 مساوات۔ 6مثال

  

  
 ۔کرو معلوم  حلکا                       

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

                            
  

  
                      

………….(1)                       

  
                       

     فرض کرو کہ  
  تب

                                       
  

  
  

  

  
 

 سے (1)مساوات 

                      
  

  
                   

 ………….(2)                                 
  

  
                    

ور         یہاں    ہیں۔                ا

 ایک  خطی تفرقی مساوات ہے اس لیےاس  کا حل ہے( 2) مساوات کہچوں 

                                                           ∫    ∫[  ∫   ]      

 ایک مستقل ہے۔ اس لیے  جہاں   

                                                           ∫      ∫       
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 اس لیے

                                                            ∫              
 

    
 

 دی گئی مساوات  کا حل ے گا اس طرح  

                                                           
 

    
 ∫[            (

 

    
)]      

                                                                        ∫[      (     )]      

 اس لیے             ، تبے         اگر

                                                           
 

    
 ∫[   ]      

                                                          
 

     
 

  

 
   

                                                          
 

     
 

     

 
   

اس لیے دی گئی مساوات کا حل 

 

     
 

     

 
 ہے۔   

 مساوات۔ 7مثال

  

  
 ۔کرو معلوم  حلکا                   

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

                                            
  

  
                 

            
 

     

  

  
  (

         

     
)    

 

 ………….(1)                                      
  

  
   (    )    

 

  تب      فرض کرو کہ  
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 ( سے1مساوات )

 ………….(2)                                                            
  

  
       

 

ور      یہاں       ا
    ہیں۔  

 ایک  خطی تفرقی مساوات ہے اس لیےاس  کا حل ہے( 2) مساوات کہچوں 

                                                          ∫    ∫[  ∫   ]      

 ایک مستقل ہے۔ اس لیے  جہاں   

                                                            ∫     ∫        
 

 دی گئی مساوات  کا حل ے گا اس طرح  

                                                                 
 ∫[  (   

)]      

 اس لیے          ، تبے       اگر

                                                                 
 

 

 
∫[   ]      

                                                    
     

 

 
(   )     

                                                   
     (    )   

   

    اس لیے دی گئی مساوات کا حل 
     (    )   

 ہے۔   

 (Learning Outcomes)ئجاکتسابی نتا 4.3

 تفرقی  مساوات

  

  
 ہےکی خطی تفرقی  مساوات کہلاتی پہلے رتبے اور پہلے درجے ، کے  مسلسل تفاعل ہیں دو مستقل  یا  کوئی Qاور  P ، جہاں      

ے گا۔ نیز      [   ∫  ]∫    ∫   (General Solution)کا عام حل اور اس 

  

  
       

برنولی کی مساوات  

 کہلاتی ہے جس کا حل اس مساوات کو خطی بناکر حاصل کرتے ہیں۔
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 (Key Words)کلیدی الفاظ 4.4

 مسلسل تفاعل، برنولی کی مساوات خطی تفرقی  مساوات،

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 4.5

  (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات 4.5.1

مساوات   .1

  

  
 

 

 
  

 

 ہے.I.Fکا    

.A    .B 

 

 
  .C 

  

 
 .D  ان میں سے کوئی نہیں 

    مساوات .2

  
 کا عام حل ہے     

.A        
 

  .B         
 .C       

 .D  ان میں سے کوئی نہیں 

(    )مساوات   .3
  

  
 ہے  .I.Fکا         

.A 

 

    
  .B 

 

√    
  .C 

 

     .D  ان میں سے کوئی نہیں 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات 4.5.2

 :کرو حل

1. (   )
  

  
        

2. (    )
  

  
      √    

 

3.     

  
 (   )     

  

  

4. 
  

  
 

 

 
    

 

 
   

 

  
 

5.      
  

  
         

سا وات  .6
س
م
(    )تفرقی 

  

  
 ۔کو حل کرو       
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 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات 4.5.3

: حل کرو .1

  

  
 

 

 
  

 

 ے گا۔     کے لیے      کہ دیا گیا ہے  جب،   

: حل کرو .2

  

  
    (   )    (   ) 

 

 مساوات .3

  

  
 

                 

    
 ۔کرومعلوم حل کا  

: حل کرو .4

  

  
       

  

      

 :حل کرو .5
  

  
               

 جاوابات:

 کے جوابات مختصر جوابات کے حامل سوالات 4.5.2

1. (   )       
 

2.   √      (    ) 

3.    
 

  
  

 
   

4. 
 

        
 

 
   

 

     

5.       (    )    

6.        √    
 

 کے جوابات طویل جوابات کے حامل سوالات 4.5.3

1.           

2. 
 

(   ) 
 (    )      

 

3.                (      )    

4.  
   

    (      )     

5. (   )      [(   )       ]   (   ) (   )    
 

 (Suggested Books for Further Readings)کتابیںکردہ تجویزکے لیے  مزید مطالعے 4.6

1. Text Book of Differential Equations, Khalil Ahmad, Real World Education Publishers, 

New Delhi 

2. Ordinary and Partial Differential Equations-   Rai Singhania, S.Chand & Company,  New 

Delhi 

3. A Text Book of B.Sc. (Mathematics), Volume –I , V. Venkateshwara Rao and others, S. 

Chand & Company New Delhi 
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 مساواتیں پہلے رتبے اور اعلی درجے کی تفرقی ۔5اکائی

  (کےلیے حل کی جانے والی مساواتیں  )         

(Differential Equations of First Order and Higher Degree: Solvable for  ) 

 ااجزاکائی کے 

 تمہید   5.0

 مقاصد   5.1

5.2   p مساواتنے والی کے لیے حل کی جا 

 اکتسابی نتائج   5.3

 کلیدی الفاظ   5.4

 نمونہ امتحانی سوالات   5.5

 معروضی جوابات کے حامل سوالات  ..5.5

 مختصر جوابات کے حامل سوالات  ..5.5

 طویل جوابات کے حامل سوالات  ..5.5

 کتابیں یز ک ددہتجولیےمزید مطالعے کے    5..5

 (Introduction)تمہید 5.0

 پہلے رتبے اور اعلی درجہ کی عام تفرقی مساوات درجہ ذیل شکل میں لکھی جا سکتی ہے

(
  

  
)
 

   (   ) (
  

  
)
   

   (   ) (
  

  
)
   

       (   )
  

  
   (   )    

کے لیے ہم اس طرح کی مساواتوں کا حل حاصل د نے 

  

  
 ظاہر دیں گے۔ سے   کو  
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کے لیے حل کیا جاتا ہے اور پھر دی  کو  ں مساواتوکچھ ان میں سے کو ان کی عام شکل میں حل دنا آسان نہیں ہوتا ہے۔ ںتفرقی مساواتو تمام

کو  ں مساواتو سبھی  ان  ایک ہوتا ہے۔ )رتبہ(کا آرڈر مساواتجن میں ہر ایک  سے تعبیر دتے ہیں کی مدد  ں مساواتوکو دو یا زیادہ  مساوات گئی

  ۔ہیں د لیتےکا حل معلوم  تفرقی مساواتحل دنے کے بعد دی ہوئی 

 (Objectives)مقاصد 5.1

 کے لیے آسانی کے ساتھ حل ہو سکتی pجو  معلواتت حاصل د یں گے کی تفرقی مساواتاس اکائی کے مکمل ہونے کے بعد آپ ان  

 دنا بھی سیکھ جائیں گے۔ حاصل  حلہیں اور پھر ان کا 

5..  p مساواتنے والی کے لیے حل کی جا(Equations Solvable for p) 

 کو درجہ ذیل شکل میں لکھا جاتا ہے۔ مساوات تفرقی کی درجہ  ' اور ' رتبے پہلے 

…..(1)       (   ) 
      (   ) 

          (   )    (   )    

 معلوم کئے گیے ہیں۔جزودرجہ ذیل طریقے سے  سے (1) مساواتکہ  فرض دو  کے لیے حل د سکتے ہیں۔ کو  مساواتہم اس 

….. (2)  (    (   ))(    (   )) (    (   ))    

کی   درجےاور پہلےرتبےپہلے   مساواتیںکو صفر کے برابر رکھتے ہیں۔ہم دیکھتے ہیں کہ یہ سبھی  (Factor)و ضربیجزکے ہر ایک  (2)مساوات

 اتن لیجیے کہ ان کا حل درجہ ذیل ہے:ہیں جن کو ہم پہلے بلاک میں دیے گئے طریقوں سے حل د سکتے ہیں۔  تفرقی مساواتیں

….. (3)    (      )      (      )        (      )    

 کے حل کو درجہ ذیل طریقے سے لکھا جا سکتا ہے۔(1)  مساواتاس لیے 

….. (4)    (      )    (      )     (      )    

کے  ) 4(  مساوات (Particular Solution)کے ذریعے سے حاصل کیا گیا ہر ایک خاص حل) .( مساواتکہ چوں  :(Remarkتبصرہ)

           کی مناسب قیمت رکھ د بھی حاصل کیا جاسکتا ہے۔اس لیے C تمامذریعے سے
کی جگہ ایک آربٹریری کانسٹنٹ 

Cرکھنے پر حاصل حل پر کوئی فرق نہیں پڑے گا۔ 

 اب ہم کچھ مثالوں کے ذریعے سے پورے طریقے کو سمجھیں گے۔
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 کو حل کیجیے۔           مساوات۔.مثال 

 کو درج ذیل شکل میں بدلنے پر مساواتحل۔دی گئی 

(   )(   )    

 ممکن ہے جب کہ اس وقتیہ 

       یا      

 اگر اب

      

  

  
   

       

ل دنے پرہمیں حاصل ہوتا  ہے
م
ک

 

ت

 

        

 سے جزواسی طرح دوسرے 

      

 یا

       

ل دنے پرہمیں حاصل ہوتا  ہےاس کا 
م
ک

 

ت

 

        

 اس لیے دی گئی مساوات کا حل ہوگا

(       )(       )    

 کو حل کیجیے۔           ۔مساوات .مثال

 شکل میں بدلنے پرحل۔دی گئی مساوات کو درج ذیل 
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(   )(   )    

 ممکن ہے جب کہ اس وقتیہ 

       یا      

 اگر اب

      

  

  
   

       

ل دنے پرہمیں حاصل ہوتا  ہے
م
ک

 

ت

 

        

 سےجزو اسی طرح دوسرے 

      

 یا

       

ل اس کا 
م
ک

 

ت

 دنے پرہمیں حاصل ہوتا  ہے

        

 اس لیے دی گئی مساوات کا حل ہوگا

(       )(       )    

(   )   (      )    ۔مساوات .مثال   کو حل کیجیے۔   

 وات کو درج ذیل شکل میں بدلنے پرحل۔دی گئی مسا

(      )(   )    

 ممکن ہے جب کہ اس وقت یہ 
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       یا         

 اگر اب

      

  

  
   

       

ل دنے پرہمیں حاصل ہوتا  ہے
م
ک

 

ت

 

           

 سے جزواسی طرح دوسرے 

         

                                                                                
  

   
  

  

 
 

ل دنے پرہمیں حاصل ہوتا اس کا 
م
ک

 

ت

 ہے 

   (   )              

                                             (   )             

                                                      * (   )+        

                                                              (   )     

                                                                 

 اس لیے دی گئی مساوات کا حل ہوگا

(        )(       )    

 کو حل کیجیے۔        (    )         ۔مساوات 4مثال 

 دی گئی مساوات ہے حل۔

         (    )        
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                                                    (      )     (     )    

                                                                 (      )(       )    

 اب

         یا          

 اگر اب

          

                                                                    
  

  
       

                                                                           

ل دنے پرہمیں حاصل ہوتا  ہے
م
ک

 

ت

 

                                                                                 

 سے جزواسی طرح دوسرے 

                                                                                                       

                                                                               

ل دنے پرہمیں حاصل ہوتا  ہےاس کا 
م
ک

 

ت

 

                                                                                

 اس لیے دی گئی مساوات کا حل ہوگا

                                    (        )(  
       )    

 کو حل کیجیے۔              ۔مساوات 5مثال 

 دی گئی مساوات ہے حل۔

                                      

                                                    
   √          
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     √ 

   
 

                                                    
  (  √ )

   
 

                                                
  

  
 
 

 

(  √ )

 
 

                                              
  

 
 (  √ )

  

 
 

ل دنے پرہمیں حاصل ہوتا  ہے
م
ک

 

ت

 

                                                   (  √ )           

                                                     (  √ ) 

                                                     (  √ ) 

 اس لیے دی گئی مساوات کا حل ہوگا

     (  √ ) 

.  ۔مساوات 6مثال 
  

  
/
 

    
  

  
 کو حل کیجیے۔       

 دی گئی مساوات ہے حل۔

  (
  

  
)
 

    
  

  
       

 دی گئی مساوات میں

  

  
 رکھنے پر درجہ ذیل شکل حاصل ہوتی ہے   

                

 یا

(    )(     )    

 ممکن ہے جب کہ اس وقت یہ 

         یا       
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 اگر اب

        

                                                                                
  

  
     

                                                                     
  

 
  

  

 
   

ل دنے پرہمیں 
م
ک

 

ت

 حاصل ہوتا  ہے

                 

                                                                                         

                                                                                  

 سے جزواسی طرح دوسرے 

       

                                                                                
  

  
   

                                                                        
  

 
 
  

 
   

ل دنے پرہمیں حاصل ہوتا  ہےاس کا 
م
ک

 

ت

 

                

                                                                                        

                                                                                         

                                                                                 

 اس لیے دی گئی مساوات کا حل ہوگا

(      )(     )    

 کو حل کیجیے۔              ۔مساوات 7مثال 

 دی گئی مساوات ہے حل۔
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                                                                      (   )(   )    

 اب

       یا      

 اگر اب

      

                                                                        
  

  
     

                                                                            

ل دنے پرہمیں حاصل ہوتا  ہے
م
ک

 

ت

 

           

 سے جزواسی طرح دوسرے 

      

                                                                        
  

  
     

                                                                     
  

 
      

ل دنے پرہمیں حاصل ہوتا  ہےاس کا 
م
ک

 

ت

 

            

 اس لیے دی گئی مساوات کا حل ہوگا

(        )(         )    

 کو حل کیجیے۔             ۔مساوات 8مثال 

 دی گئی مساوات ہے حل۔
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                                                                (   )(    )    

 اب

        یا      

 اگر اب

      

                                                                        
  

  
     

                                                                            

ل دنے پرہمیں حاصل ہوتا  ہے
م
ک

 

ت

 

           

 سے جزواسی طرح دوسرے 

       

                                                                        
  

  
      

                                                                             

ل دنے پرہمیں حاصل ہوتا  ہےاس کا 
م
ک

 

ت

 

            

 اس لیے دی گئی مساوات کا حل ہوگا

(        )(     
    )    

. ۔مساوات 9مثال 
  

  
/
 

 (   )
  

  
 کو حل کیجیے۔     

 دی گئی مساوات ہے حل۔

 (
  

  
)
 

 (   )
  

  
     



98 
 

 دی گئی مساوات میں

  

  
 رکھنے پر درجہ ذیل شکل حاصل ہوتی ہے   

    (   )      

 یا

(    )(   )    

 ممکن ہے جب کہ اس وقتیہ 

       یا       

 اگر اب

       

                                                                       
  

  
     

                                                                               

ل دنے پرہمیں حاصل ہوتا  ہے
م
ک

 

ت

 

         

 سے جزواسی طرح دوسرے 

       

                                                                                 
  

  
   

                                                                                       

ل دنے پرہمیں حاصل ہوتا  اس کا 
م
ک

 

ت

 ہے

       

                                                                            

                                                                 

 اس لیے دی گئی مساوات کا حل ہوگا

(        )(      )    
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 کیجیے۔کو حل      (   )     ۔مساوات 10مثال 

 دی گئی مساوات ہے حل۔

     (   )      

 یا

(    )(    )    

 ممکن ہے جب کہ اس وقتیہ 

        یا       

 اگر اب

       

                                                                       
  

  
     

                                                                          
  

 
   

ل دنے پرہمیں حاصل ہوتا  ہے
م
ک

 

ت

 

            

 سے جزواسی طرح دوسرے 

        

                                                                        
  

  
     

                                                                              

ل دنے پرہمیں حاصل ہوتا  ہےاس کا 
م
ک

 

ت

 

           

 اس لیے دی گئی مساوات کا حل ہوگا

(         )( 
       )    
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 کو حل کیجیے۔            ۔مساوات 11مثال 

 دی گئی مساوات ہے حل۔

             

 یا

(    )(    )    

 ممکن ہے جب کہ اس وقتیہ 

        یا       

 اگر اب

       

                                                                       
  

  
      

                                                                            

ل دنے پرہمیں حاصل ہوتا  ہے
م
ک

 

ت

 

          

 سے جزواسی طرح دوسرے 

        

                                                                        
  

  
      

                                                                             

ل دنے پرہمیں حاصل ہوتا  ہےاس کا 
م
ک

 

ت

 

           

 اس لیے دی گئی مساوات کا حل ہوگا

(       )(    
    )    
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.  ۔مساوات 12مثال 
  

  
/
 

    
  

  
 کیجیے۔کو حل               

 دی گئی مساوات ہے حل۔

  (
  

  
)
 

    
  

  
              

 مساوات میں  اس

  

  
 رکھنے پر ہمیں حاصل ہوتا ہے  

                       

                                           
    √         (           )

   
 

 
    √   *   (           )+

   
 

                                                  
    √   (       )

   
 

                                                  
       √     

   
 

                                           
   √     

 
 

                                       
  

  
 
   √     

 
 

 اور     ۔ اس لیے یہاں ہے(Homogenous Differential Equation)تفرقی مساوات متجانس  ایک یہ

  

  
    

  

  
رکھنے  

 پر ہمیں ملتا ہے

                                                   
  

  
 
    √       

 
 

                                               
  

  
    √     

                                                        
  

  
  √     

                                             
  

√    
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 اگراب 

                                                             
  

√    
    

ل دنے پرہمیں حاصل ہوتا  ہے
م
ک

 

ت

 

                                                           

  
 

 
 رکھنے پر 

                                                .
 

 
/       

                                                        
 

 
     (    ) 

                               (    )    

 اگر اور

                                              
  

√    
     

ل دنے پرہمیں حاصل ہوتا  ہے
م
ک

 

ت

 

                                                            

  
 

 
 رکھنے پر 

                                                .
 

 
/   (    ) 

                                                        
 

 
     * (    )+       (    ) 

                              (    )    

 اس لیے دی گئی مساوات کا حل ہوگا

,       (    )-,       (    )-    

 کو حل کیجیے۔      (      )   ۔مساوات 13مثال 

 دی گئی مساوات ہے حل۔
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   (      )       

                                           
        √            

 
 

                                                   √        

                                                          

 یا

                 

 اس لیے

(               )(               )    

 ممکن ہے جب کہ اس وقت یہ 

                   یا                  

 اگر اب

                  

                                                        
  

  
  (           )    

                                                      
  

 
 (           )     

                                                      
  

 
  (           )   

                                                      
  

 
 (

      

    
)   

                                                      
  

 
    

 

 
   

ل دنے پرہمیں حاصل ہوتا 
م
ک

 

ت

 ہے 

            .
 

 
/        
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 .
 

 
/ 

                                                                      
 .
 

 
/ 

                                            
 .
 

 
/    

 سے جزواسی طرح دوسرے 

                                                                 

                                        
  

  
  (           )    

                                                                                 
  

 
     .

 

 
/    

ل دنے پرہمیں 
م
ک

 

ت

 حاصل ہوتا  ہے

             .
 

 
/        

                                                                               .
 

 
/        

                                                                      
 .
 

 
/ 

                                                                       
 .
 

 
/ 

                                                                                            
 .
 

 
/    

 اس لیے دی گئی مساوات کا حل ہوگا

.        
 .
 

 
// .         

 .
 

 
//    

 کو حل کیجیے۔                  ۔مساوات 14مثال 

 دی گئی مساوات ہے حل۔
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    √         (      )

   
 

                                                  
      √         

   
 

                                       
  

  
 
  √     

 
 

     لیے طرح کی مساوات کوحل دنے کےہے۔ اس (Homogenous Differential Equation)تفرقی مساوات  متجانس جو کہ ایک

 اور

  

  
    

  

  
 ہیں رکھتے 

                                                   
  

  
 
   √       

 
 

                                               
  

  
   √     

                                                     
  

  
  √     

                                             
  

√    
  

  

 
 

 اگراب 

                                                
  

 √    
 
  

 
 

ل دنے پرہمیں حاصل ہوتا  ہے
م
ک

 

ت

 

                                                                

                                                    
 

  
 

                                                          
      

 

  
 

 
 رکھنے پر 

                                                             
     .

 
 
/

 

 ہے۔دی گئی مساوات کا حل  جو کہ
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(   )       ۔مساوات 15مثال   کو حل کیجیے۔   

 دی گئی مساوات ہے حل۔

       (   )     

                                                         (     )   (   )    

                                               (   )(   )   (   )    

                                                             (   )(     )    

 اب

         یا      

 اگر اب

      

                                                                        
  

  
     

                                                                            

ل دنے پرہمیں حاصل ہوتا  ہے
م
ک

 

ت

 

                                                                           

 سے جزواسی طرح دوسرے 

        

                                                                            
  

  
      

خطی تفرقی مساواتجو کہ ایک 

  

  
لاب ہم اس مساوات کے لیےہے۔اس لیے      

م
ک

 

ت
م

کو  (Integrating Factor)ضربی جزو 

 درجہ ذیل طریقہ  سے حاصل دیں گے

      ∫      

 مساوات کا حل ہوگاخطی تفرقی  اب 
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  (    )  ∫(    )       

 اس لیے

    ∫  (  )       

                                                                  (   )     

                               (   )     
     

         )(        )لیے دی گئی مساوات کا حل  اس
  )  ہے۔   

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 5.3

۔ اس کے بعد ہم نے ان سے حل کی جا سکتی ہیںکے لیے آسانی  اس اکائی میں ہم نے ان تفرقی مساوات کے بارے میں پڑھا جو  

 طریقہ سیکھا۔کا  حل دنے  کومساوات 

 (Key Words)کلیدی الفاظ 5.4

 ضربی جزو، تفرقی مساوات، خطی تفرقی مساوات متجانس،درجہ، رتبہ

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 5.5

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات ..5.5

 ۔ضربی میں تحویل دیے جزوکو            مساوات ..

 ۔ضربی میں تحویل دیے جزوکو            مساوات ..

 ۔ضربی میں تحویل دیے جزوکو                 مساوات ..

 ۔ضربی میں تحویل دیے جزوکو            مساوات .4

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات ..5.5

 ۔کو حل دیے      (      )    مساوات ..
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 ۔کو حل دیے                      مساوات ..

 ۔کو حل دیے            مساوات ..

 ۔کو حل دیے     (   )     مساوات .4

 ۔کو حل دیے               مساوات .5

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات ..5.5

 ۔کو حل دیے     (      )    مساوات ..

 ۔کو حل دیے      (     )      مساوات ..

 ۔کو حل دیے                     مساوات ..

 ۔کو حل دیے       (    )    مساوات .4

 ۔کو حل دیے         (        )      مساوات .5

 جوابات

 جوابات  کے  معروضی سوالات 5.5.1

1. (   )(   )    

2. (   )(   )    

3. (   )(   )(   )    

4. (   ) .  
 

 
/    

 جوابات کے  سوالاتمختصر جوابات کے حامل  5.5.2

..  (      )    

.. (   )(     ) .    
 

 /    

.. (       )(       )    

4. (     )(    )    

5. (     )(     )    

 جوابات کے  سوالات طویل  5.5.3

.. (      )(       )    

.. (       )(    )    

.. (   )(      )(       )    

4. (      ) .  
  

 
  /    



109 
 

5. (        )(       )    

 (Suggested Books for Further Readings)کتابیں یز ک ددہتجومزید مطالعے کے لیے 5..5

1. Differential Calculus, K. Ahmad, Real World Education Publishers, New Delhi 

2. Ordinary and Partial Differential Equations, Rai Singhania, S. Chand & Co., New Delhi 
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 مساوات تفرقی کی درجے اور اعلی پہلےرتبے ۔6اکائی 

 (کے لیے حل کی جانے والی مساواتیں اور  )

(First Order and Higher Degree Differential Equations: Solvable for   and  ) 

 اکائی کے اجزا

 تمہید   6.0

 مقاصد   6.1

 مساواتتفرقی نے والی جا  کےلیے حل کی    6.2

 مساواتتفرقی نے والی جا  کےلیے حل کی    6.3

 موجود نہ ہو مساوات جن میں    6.4

 موجود نہ ہو مساوات جن میں    6.5

 ہو متجانس میں  اور مساوات جو    6.6

 اکتسابی نتائج   6.7

 کلیدی الفاط   6.8

 نمونہ امتحانی سوالات   6.9

 معروضی جوابات کے حامل سوالات  6.9.1

 مختصر جوابات کے حامل سوالات  ..6.9

 طویل جوابات کے حامل سوالات  ..6.9

 کتابیں یز ک ددہتجومزید مطالعے کے لیے    6.01
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 (Introduction)تمہید  6.1

ام مساوات کو درجہ ذیل حصوں میں درجہ کی تفرقی مساوات کے بارے میں پڑھیں گے۔  پہلے رتبے اور اعلیمیں ہم  اکائی اس  

 تے ہیں:تقسیم د

  نے والی تفرقی مساواتجا  کےلیے حل کی  .0

  نے والی تفرقی مساواتجا  کےلیے حل کی  ..

 موجود نہ ہو مساوات  جن میں  ..

 موجود نہ ہو مساوات  جن میں  .4

 ہو متجانسمیں   اور مساوات جو  .5

 (Objectives)مقاصد  6.0

 :اس اکائی کوپڑھنے کے بعد طالب علم اس قابل ہو جائیں گے کہ 

 کو حل د سکیں نے والی تفرقی مساواتجا  کےلیے حل کی  .0

 کو حل د سکیں نے والی تفرقی مساواتجا  کےلیے حل کی  ..

 ، حل د سکیںموجود نہ ہو جن میں  کو  مساواتام  ..

 ، حل د سکیںموجود نہ ہو جن میں  کو  مساواتام  .4

 ، کو حل د سکیںہومتجانس میں   اور مساوات جو  .5

 (  Differential Equations Solvable for) نے والی تفرقی مساواتجا  کےلیے حل کی   6.2

  جا تا ہ  تبدیل کیااسے درجہ ذیل شکل میں کے لیے حل ہو سکتی ہو، تب   کوئی مساوات  اگر 

 ......(1)        (   ) 

 تفرق  دنے پر  کو بہ لحاظ  مساوات اس
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  (    

  

  
) 

ور  مساوات دو متغیروں  یہ  مساوات کا ممکنہ حل اس میں  ایک تفرقی مساوات  ۔ مام لیجیے کہ ا

 ......(2)      (     )    

  ۔

 ہٹاد  ضروری حل حاصل کیا جا تا ہ  ۔ کو   سے( .) اور( 0) مساوات

 نوٹ:

 پوری طرح سے موجود نہ ہو۔ y   جن میں مفیدکے لیے ہی  ں یہ طریقہ ام تفرقی مساواتو .0

 کی رکن میں ظاہر دکے   کو  اور  ضروری حل  نا ممکن نہ ہو تب ہٹا  آسانی کے ساتھکو   سے( .) اور( 0) مساوات اگر ..

  ۔ حاصل کیا جا تا ہ

 ذریعہ سے ہم اوپر دیے گیے طریقہ کو سمجھیں گے۔اب  کچھ مثالوں کے 

      مساوات -0مثاك
 ۔کو حل دو 

 مساوات   دی گئی-حل

      
 

 تفرق دنے پر ہمیں ملتا     لحاظ اس مساوات کو بہ

 

 
     

  

  
 

                                                                       
   

   
   

                                                                         (    
 

   
)   

ل اس مساوات 
م
ک

 

ت

 دنے پر ہمیں حاصل ہوتا  کو دونوں طرف 

 ......(1)      *  
  

 
    (   )+    

ی مستقل  ۔ ایک  جہاں 

مل
ک

 

ت
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  کی اس قیمت کو دی گئی مساوات میں رکھنے پر 

 ......(2)      *  
  

 
    (   )+      

 

 ہیں۔  ضروری حل دیتے سےدونوں  (.)اور ( 0)مساوات 

    (   )  مساوات  -.مثاك
 ۔کو حل دو

 مساوات   ی گئید -حل

  (   )    
 

   حاصل ہوتا تفرق دنے پر ہمیں   لحاظ بہ اس مساوات کو

                                                                              
  

  
   

  

  
 

                                                                       (    )
  

  
 

                                                        
  

  
       

 ۔ اس لیےجو کہ ایک خطی تفرقی مساوات  

      ∫     
 

 اب اوپر حاصل ددہ خطی تفرقی مساوات کا حل ہوگا

                                                             (  )  ∫  (   )     

                                                         (  )     (   )    

 ......(1)       (   )      
 

ی مستقل  ۔ ایک  جہاں 

مل
ک

 

ت

 

 کی اس قیمت کو دی گئی مساوات میں رکھنے پر  

                                                                          (   )( (   )      )    
 

 ......(2)      (   )        
 

 حل دیتے  ہیں۔ عال ضروری مل ددونوں  (.)اور ( 0)مساوات 

        مساوات  -.مثاك
 ۔کو حل دو

 دی گئی مساوات  -حل
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   حاصل ہوتا تفرق دنے پر ہمیں   لحاظ اس مساوات کو بہ

 

 
    

  

  
    

  

  
 

                                                      
 

 
   (     )

  

  
 

                                                    
    

 
 (     )

  

  
 

                                                    
 

    
 (

 

     
)
  

  
 

 یا

  

  
 

       

    
 (

 

    
)   

    

    
 

                                               
  

  
 (

 

    
)   

    

    
 

 ۔ اس لیےجو کہ ایک خطی تفرقی مساوات  

      
 ∫(

 
    )  

 

∫ہم  پہلے  اب (
 

 ۔کی قیمت حاصل دیں گے  (    

 اس لیے          تب        مام لو کہ 

∫(
 

    
)     

 

 
∫(

 

 
)   

                                                                                         
 

 
     

 اس لیے

                                                          ∫ (
 

    
)        (    )

 
  

 با

                                                        
 ∫(

 
    )  

     (    )
 
 

 

                                                                                            (    )
 
 

 

                                                                                (    )
 
  

 حاصل ددہ خطی تفرقی مساوات کا حل ہوگا مندرجہ بالااس لیے
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 (    )
 
  ∫(    )

 
 (

    

    
)     

                                             (    )
 
  ∫

    

(    )
 
 

     

                                                                         ∫
  (    )

(    )
 
 

     

                                                                         ∫ *
 

√    
 

(    )

√    
+      

                                                                         ∫ *
 

√    
 √    +      

                                                                         [       {
 

 
√     

 

 
      }]    

ی مستقل  ۔ ایک  جہاں 

مل
ک

 

ت

 

                                                √               √       

 س لیےا

.....(1)       
         

√    
    

 کی یہ قیمت رکھنے پر  دی گئی مساوات میں

                                                                            *
         

√    
   +     

 

.....(2)                                                                            
 

√    
(         ) 

ی مستقل  ۔ ایک  جہاں 

مل
ک

 

ت

 

 ۔حاصل ہوگا  عال حلسے دی گئی مساوات کا  (.)اور ( 0)مساوات 

 (  Differential Equations Solvable for)نے والی تفرقی مساواتجا  کےلیے حل کی  6.3

 کے لیے آسانی کے ساتھ حل کی جا سکتی ہو، تب اسے درجہ ذیل شکل میں تبدیل کیا جا تا ہ   yاگر کوئی تفرقی مساوات  

 ......(1)       (   ) 

 تفرق  دنے پر کو بہ لحاظ  مساوات اس
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  (    

  

  
) 

ور  مساوات دو متغیروں  یہ  کا ممکنہ حل اس میں  ایک تفرقی مساوات  ۔ مام لیجیے کہ ا

 ......(2)     (     )    

  ۔

 ۔ہو جایے گاحل حاصل   دی گئی مساوات کا  عالہمیںکےدحزف  کو   سے( .) اور( 0) مساواتاب 

 نوٹ:

 پوری طرح سے موجود نہ ہو۔     جن میں مفید لیے  کے ںام تفرقی مساواتو خاص طور پر  یہ طریقہ .0

 ۔سکتے ہیں دحاصل  میں ظاہر دکے رکن کی  کو اور   ضروری حل   کو ہٹانا ممکن نہ ہو تو   سے( .) اور( 0) مساوات اگر ..

 ۔ہیں اب  کچھ مثالوں سے ہم اوپر دیے گیے طریقہ کو سمجھتے

          مساوات  -0مثاك
 ۔کو حل دو

 دی گئی مساوات   -حل

          
 

   حاصل ہوتاتفرق دنے پر ہمیں    لحاظ اس مساوات کو بہ

  

  
       

  

  
     

  

  
      

 

     
  

  
     

  

  
         

 (    
  

  
)      (    

  

  
)    

(      ) (    
  

  
)    

 اب
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ل دنے پر ہمیں حاصل ہوتا  
م
ک

 

ت

 

                

                                                                                          

                                                                                           
 

  
 

 کی یہ قیمت دی گئی مساوات میں رکھنے پر 

   (
 

  
)     (

 

  
)
 

 

                                                                 (
 

 
) 

 ۔ عال حل  کامساوات جو کہ دی گئی تفرقی 

      مساوات  -.مثاك
 ۔کو حل دو

 دی گئی مساوات   -حل

      
 

   حاصل ہوتاتفرق دنے پر ہمیں    لحاظ اس مساوات کو بہ

      
  

  
 

                                                              
   

  
 

  

  
 

                                                        
  

   
      

                                            (  
 

   
)      

ل دنے پر ہمیں حاصل ہوتا  
م
ک

 

ت

 

       (   )      

 کی یہ قیمت دی گئی مساوات میں رکھنے پر 

         (   )      
 

                                                                  (   )    

(   )         دی گئی تفرقی مساوات کا عال حلاس لیے                 (   )   ۔   

 ۔کو حل دو            مساوات  -.مثاك

 دی گئی مساوات   -حل
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   حاصل ہوتاتفرق دنے پر ہمیں    لحاظ اس مساوات کو بہ

       
  

  
 

  

  
         

  

  
 

                                                        
  

  
 

                                                          

ل دنے پر ہمیں حاصل ہوتا  
م
ک

 

ت

 

         

  ۔                      اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا عال حل

          مساوات  -4مثاك
 ۔کو حل دو

 دی گئی مساوات   -حل

          
 

   حاصل ہوتاتفرق دنے پر ہمیں    لحاظ اس مساوات کو بہ

   
  

  
    

  

  
 

                                                                    (     )
  

  
 

                                                                   
(     )

 
   

ل 
م
ک

 

ت

 دنے پر ہمیں حاصل ہوتا  

              

                        اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا عال حل
  ۔ 

 ۔کو حل دو               مساوات  -5مثاك

 دی گئی مساوات   -حل

                

   حاصل ہوتاتفرق دنے پر ہمیں    لحاظ اس مساوات کو بہ
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ل دنے پر ہمیں حاصل ہوتا  
م
ک

 

ت

 

         

  ۔                          حل اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا عال

 (  Equations not Containing)موجود نہ ہو مساوات جن میں  6.4

 تب مام لو کہ وہ درجہ ذیل شکل کا ہوگاموجود نہ ہو   اگر کسی تفرقی مساوات میں 

 (   )    

 کے لیے حل کی جا سکتی ہو تب وہ درجہ ذیل شکل میں تبدیل کی جا سکتی   اگر یہ مساوات   

   ( ) 

س مساوات کو ا لیکن اگر اس  طرح حل دنا ممکن نہ ہو تبطرح کی مساوات کو پچھلے حصہ میں ذد کیے گیے طریقہ سے حل دتے ہیں۔  اس

 حل دتے ہیں کےددرجہ ذیل شکل میں تبدیل 

   ( ) 

ل دنے پر ہمیں ضروری عال حل حاصل ہو جاتا  ۔
م
ک

 

ت

 اس مساوات کو 

 اوپر بتایے گیے طریقہ کو سمجھیں گے۔ ریعہاب ہم کچھ مثالوں کے ذ

        مساوات  -0مثاك
 ۔کو حل دو

 دی گئی مساوات   -حل

        
 

   حاصل ہوتاتفرق دنے پر ہمیں    لحاظ اس مساوات کو بہ

   
  

  
   

  

  
 

                                                                    (    )
  

  
 

                                                                   
(    )

 
   

ل دنے پر ہمیں حاصل ہوتا  
م
ک

 

ت
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                     وات کا عال حلاس لیے دی گئی تفرقی مسا
  ۔ 

 ۔کو حل دو(    )       مساوات  -.مثاك

 دی گئی مساوات   -حل

       (    ) 

   حاصل ہوتاتفرق دنے پر ہمیں    لحاظ اس مساوات کو بہ

  
  

  
 

  
  
  

    
 

                                                                    (  
  

    
)
  

  
 

                                                                   (
 

 
 

 

    
)   

ل دنے پر ہمیں حاصل ہوتا  
م
ک

 

ت

 

          (
   

   
)    

)          عال حلاس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا 
   

   
)   ۔ (    )          

 (  Equations not Containing)موجود نہ ہو مساوات جن میں  6.5

 تب مام لیجیے کہ وہ درجہ ذیل شکل کی ہوگیموجود نہ ہو   اگر کسی تفرقی مساوات میں 

 (   )    

 ذیل شکل میں تبدیل کی جا سکتی  کے لیے حل کی جا سکتی ہو تب وہ درجہ  اگر یہ مساوات   

   ( ) 

طرح کی مساوات کو پچھلے حصہ میں ذد کیے گیے طریقہ سے حل دتے ہیں۔ لیکن اگر اس  طرح حل دنا ممکن نہ ہو تب اس مساوات کو  اس

 حل دتے ہیں کےدتبدیل درجہ ذیل شکل میں 

   ( ) 

ل دنے پر ہمیں ضروری عال حل حاصل
م
ک

 

ت

 ہو جاتا  ۔ اس مساوات کو 
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 اوپر بتایے گیے طریقہ کو سمجھیں گے۔ کی مدد سے  ایک مثاكاب ہم 

(    ) مساوات  -0مثاك  ۔کو حل دو  

 کو ہم درجہ ذیل شکل میں لکھ سکتے ہیں دی گئی مساوات -حل

  
 

    
 

   حاصل ہوتاتفرق دنے پر ہمیں    لحاظ اس مساوات کو بہ

 

 
  

  

(    ) 
 

  

  
 

                                                                      
   

(    ) 
   

ل دنے پر ہمیں حاصل ہوتا  
م
ک

 

ت

 

    ∫
   

(    ) 
   

 ، اس لیے           ، تب        مام لو کہ 

    ∫
      

(       ) 
        

    ∫
     

(     ) 
        

    ∫
     

     
   

   ∫         

   ∫(       )    

                                                                       
     

 
 

 رکھنے پر ہمیں حاصل ہوتا            اور پھر

           
 

    
 

  عال حلدی گئی تفرقی مساوات کا 
 

                
 

  ۔     
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 (  Equations Homogeneous in   and)نس ہومیں ہومتجا  اور مساوات جو  6.6

 درجہ ذیل شکل کی ہوگی دی گئی مساوات  تب مام لیجیے کہ ں،ہو نس متجاہو  اور   اگر کسی تفرقی مساوات میں 

 (
 

 
  )    

   جا تا ہ درجہ ذیل شکل میں تبدیل کیا اسےکے لیے حل کی جا سکتی ہو تب  اگر یہ مساوات   اب 

   (
 

 
) 

ل دکے دی گئی تفرقی مساوات کا عال حل حاصل کیا جا تا ہ  ۔ طرح کی مساوات کو  اس
م
ک

 

ت

اگر یہ مساوات    اور آسانی کے ساتھ 

 

 
کے لیے 

 جا تا ہ   حل کی جا سکتی ہو تب اسے درجہ ذیل شکل میں تبدیل کیا

    ( ) 

 ہیں۔ اس لیے تفرق دتے   حل دنے کے لیےسب سے پہلے اس مساوات کو بہ لحاظمساوات کو طرح کی اس 

     ( )
  

  
  ( ) 

                                                 
   ( )

   ( )
 

  

  
 

                                                             
  

 
 

  ( )

   ( )
   

ل دکے دی گئی مساوات کا حل  حاصل د لیتے ہیں۔
م
ک

 

ت

 اس مساوات کو آسانی کے ساتھ 

 اب ہم ایک مثاك کی مدد سے  اوپر بتایے گیے طریقہ کو سمجھیں گے۔

(       )      مساوات  -0مثاك  ۔کو حل دو      

   دی گئی مساوات -حل

      (       )        

                                                       (     )    (     )    

                                                                     (     )(     )    

 اب اگر 
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   (

 

 
) 

                                                                     

ل دنے پر ہمیں حاصل ہوتا  
م
ک

 

ت

 

  

 
  

  

 
 

 

 
 

                                                                                 

 اسی طرح

        

                                                                            
  

  
  (

 

 
) 

                                                                                   
  

 
  (

  

 
) 

ل دنے پر ہمیں حاصل ہوتا  
م
ک

 

ت

 

                

                                                                          
 

(        )(     )دی گئی تفرقی مساوات کا عال حل   ۔   

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 6.7

 : سیکھاتفرقی مساوات کو حل دنا  صورتوں والی  درجہ ذیلنے  طالب علم  میںاس اکائی 

  نے والی تفرقی مساواتجا  کےلیے حل کی  .0

  نے والی تفرقی مساواتجا  کےلیے حل کی  ..

 موجود نہ ہو مساوات  جن میں  تفرقیوہ  ..

 موجود نہ ہو مساوات  جن میں  تفرقیوہ  .4

 ںنس ہومیں ہومتجا  اور مساوات جو وہ تفرقی  .5

 (Key Words)کلیدی الفاط 6.8

ی مستقل،  درجہ ،  ، رطبہ 

مل
ک

 

ت

 تفرقی مساوات نسمتجا
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 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 6.9

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات 6.9.1

)   تفرقی مساوات  .0
  

  
)
 

  
  

  
 کا رطبہ   

(a) 0 (b) 1 (c) 2 (d) 3 

)    تفرقی مساوات  ..
  

  
)
 

  
  

  
   درجہکا  

(a) 0 (b) 1 (c) 2 (d) 3 

   درجہرطبہ اور کا                 تفرقی مساوات  ..

(a)  0, 0 (b) 1, 1 (c) 2, 2 (d) ام میں سے کوئی نہیں 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات ..6.9

 درجہ ذیل تفرقی مساوات کو حل دیے:

0.              

..   
       

  
 

..          
 

4.        
 

5.          
 

6.   
 

 
    

7.         

8.         

9.          
 

01.    (       ) 

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات ..6.9

 درجہ ذیل تفرقی مساوات کو حل دیے:

0.                   

..            

..           
 

4.       (   ) 
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 ابات:جو

 جوابات  کے  سوالات معروضی 6.9.1

0. b 

.. c 

.. b 

 کے جوابات مختصر جوابات کے حامل سوالات ..6.9

1.    [{√             } (   )]  (   ) 

2.            

3.       
 

 
             

 

4.           
 

 
      (    ) 

5.    
 

 
                   

 

 
  

 

6.   
 

√    
(         )   

 

√    
(         )     

7.   
 

 
(      )            

8.   (   )  (        )         

9.      
   

   
               (    ) 

11.                                

 جوابات کے طویل سوالات ..6.9

1.           
 

2.   
 

 
 

 

     
 

           

3.          
 

4.     (   )       (    )    (    )      

 (Suggested Books for Further Readings)کتابیں یز ک ددہمزید مطالعے کے لیے تجو 6.01

1. Text Book of Differential Equations, Khalil Ahmad, Real World Education Publishers, 

New Delhi 

2. Ordinary and Partial Differential Equations-   Rai Singhania, S.Chand & Co.,  New Delhi 
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 درجے کی تفرقی مساواتیں اعلیپہلے رتبے اور ۔7اکائی 

 )کلیرو کی مساواتیں ا ا اورلگر(

(Differential Equations of First Order and Higher Degree: Lagrange and Clairaut’s Equations) 

 اکائی کے اجزا

 تمہید   7.0

 مقاصد   7.1

 مساواتکی  لگرا ا    7.2

 مساواتکلیرو کی    7.3

 نے والی مساواتیںجا  یل کیتبدکلیرو کی شکل میں   7.3.1 

 اکتسابی نتائج   7.4 

 کلیدی الفاظ   7.5

 نمونہ امتحانی سوالات   7.6

 معروضی جوابات کے حامل سوالات  7.6.1 

 مختصر جوابات کے حامل سوالات  7.6.2 

 طویل جوابات کے حامل سوالات  7.6.3 

 کتابیں یز ک ددہتجوکے لیے مزید مطالعے   7.7

 (Introduction)تمہید 7.0

 کے لیے  کے لیے ،     میں (Differential Equations) مساواتتفرقیدرجہ کی  اور اعلی پہلے رتبےپچھلی اکائی کے نصاب میں ہم 

کہ جو ںخاص شکل کی تفرقی مساواتو دواس اکائی میں ہم ۔کی جانکاری حاصل د چکے ہیں ںتفرقی مساواتو نے والیحل کی جا کے لیے   اور 
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 بھی کو  طریقوں کا حل حاصل دنے کے مگےاور پھر ا حاصل دیں معلوماتکے بارے میں  ، ہیں متعارفکلیرو کے نال سے  اور لگرا ا

 ۔  گےسمجھیں

 (Objectives)مقاصد 7.1

   ہچانم د اس کا حل اور  کلیرو کی تفرقی مساوات کو لگرا ا آپ اس قابل ہو جائیں گے کہ  دی گئیاس اکائی کے مکمل ہونے کے بعد  

 ۔ ۔ ز ا ای م مساوات جو کلیرو کی شکل میں تبدیل کی جاتی ہ ہیں ام کا حل بھی حاصل د سکیں گےحاصل د سکیں

 (Lagrange’s Equation)مساواتکی  لگرا ا  7.2

 وہ تفرقی مساوات جسے درجہ ذیل شکل میں لکھا جا سکتا ہو تعریف:

.....(1)         ( )   ( ) 

 مساوات کہلاتی ہے۔ لگرا ا

 حاصل ہوتا ہےتفرق دتے ہیں۔ جس سے ہمیں   اس مساوات کو حل دنے کے لیے اس کو بہ لحاظ 

                                                                    
  

  
    

 

  
 ( )

  

  
  ( )  

 

  
 ( )

  

  
 

                                                      ( )  [ 
 

  
 ( )  

 

  
 ( )]

  

  
 

                                                                
  

  
 

   ( )

 
 
  
 ( )  

 
  
 ( )

 

                                                                
  

  
 
 
 
  
 ( )  

 
  
 ( )

   ( )
 

                                        
  

  
 
 
 
  
 ( )

   ( )
 

 
  
 ( )

   ( )
 

 ہمیں حاصل ہوتا ہےایک خطی تفرقی مساوات ہے ۔ اس کو حل دنے پر  یہ

   (   ) 

 میں درجہ ذیل ہوگاکا عال حل پیرامٹرک شکل  (1)اس لیے مساوات 

   (   )    (   ) ( )   ( ) 

 پیرامیٹر ہے۔ ایک   جہاں 

 :درجہ ذیل مساوات کو حل کیجیےمثالیں۔

a)       
 

 
 

b)           
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c)          

d)          

 ۔حل

a) دی گئی مساوات ہے 

.....(1)           
 

 
 

 

 مساوات ہے۔ لگرا ایہ 

 تفرق دتے ہیں۔ جس سے ہمیں حاصل ہوتا ہے  اس مساوات کو حل دنے کے لیے اس کو بہ لحاظ 

                                                          
  

  
    

 

  
(  )

  

  
    

 

  
(
 

 
)
  

  
 

                                                               
  

  
 (
  

  
)
  

  
 

                                                            (    
 

  
)
  

  
 

                                                  
    

    
 
  

 
  

  
 

                                                               
  

  
 
      

  (   )
 

                                                               
  

  
 

  

(   )
 

 

  (   )
 

                                           
  

  
 

  

(   )
 

 

  (   )
 

                                           
  

  
 

  

(   )
 

 

  (   )
 

ی جزو حاصل حل خطی تفرقی مساوات ہے ۔ اس کا جو کہ  ایک

مل
ک

 

ت

 ہم ،تب حاصل دتے ہیں .I.F (Integrating Factor) دنےکے لیے ہم  

 حاصل دیں گےتفرقی مساوات کا  عال حل درجہ ذیل طریقہ سے دی گئی 

 (    )  ∫ (    )      

  جہاں
 

(   )
   اور  

 

  (   )
 ۔ہے 

  اس لیے

      ∫     
∫(

 
(   )

)  
     (   )

 
 (   )  

 دی گئی مساوات کا حل ہوگا اب



129 

 

                                                (   )  ∫
 

  (   )
 (   )      

                                            (   )  ∫
   

   
     

                                            (   )  ∫
 

   
 
 

  
     

                                            (   )  
 

 
 
 

   
   

                                                              
 

(   ) 
{
 

 
 
 

   
  } 

 سے( 1) مساوات

                                                                  
  

(   ) 
{
 

 
 
 

   
  }  

 

 
 

 اس لیے دی گئی مساوات کا عال حل درجہ ذیل ہوگا

  
 

(   ) 
{
 

 
 
 

   
  } ،   

  

(   ) 
{
 

 
 
 

   
  }  

 

 
 

b) دی گئی مساوات ہے 

.....(1)               

 مساوات ہے۔ لگرا ایہ 

 ہمیں حاصل ہوتا ہے تفرق دنے پر   کو بہ لحاظ (1)مساوات 

  

  
    ( 

  

  
)      (   )

  

  
 

                                                      (       )
  

  
 

                                                         
  

  
 

    

       
 

                                                         
  

  
 
       

    
 

                                                         
  

  
 

  

 (   )
 

   

(   )
 

                                  
  

  
 

  

 (   )
 

   

(   )
 

   ، جہاںجو کہ  ایک خطی تفرقی مساوات ہے
 

 (   )
   اور  

   

(   )
مساوات کا  عال حل درجہ ذیل ب  ہم دی گئی تفرقی ا ۔ہے 

 طریقہ سے حاصل دیں گے

 (    )  ∫ (    )      

  اس لیے
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      ∫     
∫(

  
 (   )

)  
     ( )

  
(   )

 ( )
 

(   )
 

 اب دی گئی مساوات کا حل ہوگا

 ( )
 

(   )  ∫
   

(   )
 ( )

 
(   )      

                                               ( )
 

(   )  
  

(   )
∫( )

 
(   )

  
     

                                               ( )
 

(   )  
  

(   )

( )
 

(   )
  

 
(   )

  
   

                                               ( )
 

(   )  
  

    
( )

 
(   )

  
   

                                                               
  

    
( )

 
(   )

 
 

(   )
  
  ( )

  
(   )

 

                                                               
  

    
( )   ( )

 
(   )

 

 سے( 1) مساوات

                                                                     ,
    

    
  ( )

 
(   )-      

                                                               
     

    
  ( )

 
(   )      

 اس لیے دی گئی مساوات کا عال حل درجہ ذیل ہوگا

  
  

    
( )   ( )

 
(   )   

     

    
  ( )

 
(   )      

c)  مساوات ہےدی گئی 

.....(1)              

 مساوات ہے۔ لگرا ایہ 

 تفرق دتے ہیں۔ جس سے ہمیں حاصل ہوتا ہے  اس مساوات کو حل دنے کے لیے بہ لحاظ 

  

  
      

  

  
       

  

  
 

                                                            (       )
  

  
 

                                               
    

       
 
  

  
 

                                                              
  

  
 
 (      )

 (   )
 

                                                              
  

  
 

  

(   )
 

   

(   )
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(   )
 

   

(   )
 

  جو کہ  ایک خطی تفرقی مساوات ہے، جہاں
 

(   )
   اور  

   

(   )
۔ اب  ہم دی گئی تفرقی مساوات کا  عال حل درجہ ذیل طریقہ ہے 

 سے حاصل دیں گے

 (    )  ∫ (    )      

  اس لیے

      ∫     
∫(

 
(   )

)  
     (   )

 
 (   )  

 اب دی گئی مساوات کا حل ہوگا

 (   )  ∫
   

(   )
 (   )      

                                              (   )   ∫   (   )      

                                              (   )  ∫ (     )      

                                              (   )   (
  

 
 
  

 
)    

                                                                
 

(   ) 
, (

  

 
 
  

 
)   - 

 سے( 1) مساوات

                                                                   *
 

(   ) 
, (

  

 
 
  

 
)   -+       

 حل درجہ ذیل ہوگااس لیے دی گئی مساوات کا عال 

                                                                   
 

(   ) 
, (

  

 
 
  

 
)   -   

                                                                   *
 

(   ) 
, (

  

 
 
  

 
)   -+       

d) دی گئی مساوات ہے 

.....(1)              

 مساوات ہے۔ لگرا ایہ 

 تفرق دتے ہیں۔ جس سے ہمیں حاصل ہوتا ہے  اس مساوات کو حل دنے کے لیے اس کو بہ لحاظ 

  

  
     

  

  
         

  

  
 

                                                      (        )
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  جو کہ  ایک خطی تفرقی مساوات ہے، جہاں
 

 
۔ اب  ہم دی گئی تفرقی مساوات کا  عال حل درجہ ذیل طریقہ ہے          اور  

 سے حاصل دیں گے

 (    )  ∫ (    )      

  اس لیے

      ∫     
∫(
 
 
)  

      
 
    

 گئی مساوات کا حل ہوگااب دی 

    ∫(      )         

                                                           ∫(   )      

                                                           
     

   
   

                                                              
     

   
      

 سے( 1) مساوات

                                                                  ( 
     

   
     )     

                                                           ( 
    

   
      )     

 اس لیے دی گئی مساوات کا عال حل درجہ ذیل ہوگا

   
     

   
        ( 

    

   
      )     

 (Clairaut’s Equation)کلیرو کی مساوات 7.3

 وہ تفرقی مساوات جسے درجہ ذیل شکل میں لکھا جا سکتا ہو

.....(1)           ( ) 
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 کہلاتی ہے۔کلیرو کی مساوات 

 تفرق دتے ہیں۔ جس سے ہمیں حاصل ہوتا ہے  اس مساوات کو حل دنے کے لیے اس کو بہ لحاظ 

  

  
    

  

  
   

 

  
 ( )

  

  
 

  [  
 

  
 ( )]

  

  
 

 اب

  

  
      [  

 

  
 ( )]    

  یہاں جزو 
 

  
 میں ( ) 

  

  
 نہیں ہے اس لیے 

  

  
   

ل دنے پر ہمیں حاصل ہوتا ہے
م
ک

 

ت

 

    

  ری مستقل ہے۔اختیاایک   جہاں 

 پر  رکھنے میں (1)مساوات کی یہ قیمت   

      ( ) 

 ہے۔ ل حل جو کہ کلیرو کی مساوات کا عا

عال حل حاصل  مطلوبہرکھنے پر    کی جگہ کلیرو کی مساوات کا حل حاصل دنے کے لیے دی گئی مساات میں  اس سے یہ بات پتہ چلتی ہے کہ

 ہو جاتا ہے۔

 کو حل دیے: ںدرجہ ذیل مساواتومثالیں۔

a)           

b)      
 

  
 

c)      (    )
 
 ⁄ 
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d)         

e)             

f)            

g)                       

h)          

i) (    )(   )    

 حل۔

a) دی گئی تفرقی مساوات ہے 

.....(1)                

 ہیں، اس لیے رکھتے   کی جگہ یہ مساوات کلیرو کی مساوات ہے۔ اس کا عال حل حاصل دنے کے لیے دی گئی مساوات میں 

          

 دی گئی تفرقی مساوات کا عال حل ہے۔

b) دی گئی تفرقی مساوات ہے 

.....(1)          
 

  
  

 ہیں، اس لیے رکھتے   کی جگہ یہ مساوات کلیرو کی مساوات ہے۔ اس کا عال حل حاصل دنے کے لیے دی گئی مساوات میں 

     
 

  
 

 دی گئی تفرقی مساوات کا عال حل ہے۔

c) دی گئی تفرقی مساوات ہے 

.....(1)         (    )
 
 ⁄   

 ہیں، اس لیے رکھتے   کی جگہ یہ مساوات کلیرو کی مساوات ہے۔ اس کا عال حل حاصل دنے کے لیے دی گئی مساوات میں 

     (    )
 
 ⁄  

 دی گئی تفرقی مساوات کا عال حل ہے۔

d) دی گئی تفرقی مساوات ہے 

.....(1)              

 ہیں، اس لیے رکھتے   کی جگہ یہ مساوات کلیرو کی مساوات ہے۔ اس کا عال حل حاصل دنے کے لیے دی گئی مساوات میں 

        

 دی گئی تفرقی مساوات کا عال حل ہے۔

e) دی گئی تفرقی مساوات ہے 
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.....(1)                 

 ہیں، اس لیے رکھتے   کی جگہ یہ مساوات کلیرو کی مساوات ہے۔ اس کا عال حل حاصل دنے کے لیے دی گئی مساوات میں 

            

 دی گئی تفرقی مساوات کا عال حل ہے۔

f) دی گئی تفرقی مساوات ہے 

           

.....(1)         (  
 

 
)  

 ہیں، اس لیے رکھتے   کی جگہ یہ مساوات کلیرو کی مساوات ہے۔ اس کا عال حل حاصل دنے کے لیے دی گئی مساوات میں 

                                                                                 (  
 

 
) 

 دی گئی تفرقی مساوات کا عال حل ہے۔

g) دی گئی تفرقی مساوات ہے 

                                                                                                  

                                                                             (    ) 

                                                                          

 اس لیے

.....(1)                 

 ہیں، اس لیے رکھتے   کی جگہ یہ مساوات کلیرو کی مساوات ہے۔ اس کا عال حل حاصل دنے کے لیے دی گئی مساوات میں 

                                                                                       

 تفرقی مساوات کا عال حل ہے۔دی گئی 

h) دی گئی تفرقی مساوات ہے 

                                                                                 

.....(1)          
 

 
  

 ہیں، اس لیے رکھتے   کی جگہ یہ مساوات کلیرو کی مساوات ہے۔ اس کا عال حل حاصل دنے کے لیے دی گئی مساوات میں 

                                                                               
 

 
 

 دی گئی تفرقی مساوات کا عال حل ہے۔

i) دی گئی تفرقی مساوات ہے 

                                                       (    )(   )    

                                                                              
 

   
 

.....(1)         
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 ہیں، اس لیے رکھتے   کی جگہ یہ مساوات کلیرو کی مساوات ہے۔ اس کا عال حل حاصل دنے کے لیے دی گئی مساوات میں 

                                                                                        
 

   
 

 دی گئی تفرقی مساوات کا عال حل ہے۔

 (Equations Reducible to Clairaut’s form)نے والی مساواتیںجا  یل کیتبدکلیرو کی شکل میں  17.3.

کی شکل میں نہیں ہوتی ہیں لیکن کچھ مناسب  جانکاری حاصل دیں گے جو کلیرو کی مساواتاب ہم ام مساوات کے بارے میں  

کس تفرقی مساوات میں کیا متبادك رکھا جایے اور کونسا نہیں  ۔سکتے ہیں دمیں تبدیل  متبادك کا استعماك دکے ام مساوات کو کلیرو کی مساوات 

استعماك دکے ہم دی گئی تفرقی  میں  تر مساوات کو زیادہ جنبھی کچھ متبادك ایسے ہیں اس کے لیے کوئی عال طریقہ موجود نہیں ہے۔ پھر 

بتایے طریقہ سے عال حل حاصل د سکتے ہیں۔ ام متبادك کو ہم مثالوں کی مدد سے بدك سکتے ہیں اور پھر پہلے  مساوات کو کلیرو کی مساوات میں 

  ۔سمجھیں گے

 درجہ ذیل مساوات کو حل دیے:مثالیں۔

a) (    )(    )      

b)   (    )       

c)            

d)             

e)                  

f)                                   

 حل۔

a) دی گئی تفرقی مساوات ہے 

.....(1)    (    )(    )       

 مام لو کہ

              

ور  ا

             

                                                                                   
    

    
 
  

  
 

                                                                                       
 

 
  

  

  
 

                                                                                             √
 

 
 
  

  
 

 سے( 1) اب مساوات
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(√
 

 
 
  

  
√  √ )(√ √

 

 
 
  

  
 √ )    √

 

 
 
  

  
 

                                                     √ (
  

  
  )

 

√ 
(  

  

  
  )    √

 

 
 
  

  
 

                                                                      (
  

  
  ) ( 

  

  
  )    

  

  
 

                                                                                              
  

  
   

  
  
  

(
  
  
  )

 

                                                                                                              
  

  
 

  
  
  

(
  
  
  )

 

جو کہ  کلیرو کی مساوات ہے۔ اس کا عال حل حاصل دنے کے لیے دی گئی مساوات میں 

  

  
 ہیں، اس لیے رکھتے   کی جگہ

     
   

(   )
 

ور        رکھنے پر        ا

       
   

(   )
 

 دی گئی تفرقی مساوات کا عال حل ہے۔جو کہ 

b) دی گئی تفرقی مساوات ہے 

.....(1)      (    )        

 مام لو کہ

              

ور  ا

             

                                                                                   
    

    
 
  

  
 

                                                                                       
 

 
  

  

  
 

                                                                                            √
 

 
 
  

  
 

 ہمیں حاصل ہوتا ہےیہ متبادك رکھنے پر میں ( 1) اب مساوات

√  (√  √
 

 
 
  

  
 √ )  (√  √  √

 

 
 
  

  
) 

                                                        
√  

√ 
(   

  

  
)  √ (  

  

  
) 
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 (  

  

  
) 

 دی گئی مساوات میں جو کہ  کلیرو کی مساوات ہے۔ اس کا عال حل حاصل دنے کے لیے

  

  
 ہیں، اس لیے رکھتے   کی جگہ

                                                                                            (   ) 

ور        رکھنے پر        ا

                                                                                           (   ) 

 جو کہ دی گئی تفرقی مساوات کا عال حل ہے۔

c) دی گئی تفرقی مساوات ہے 

.....(1)                

 مام لو کہ

                                                                                         

                                                                            
  

  
 
  

  
 

                                                                                     

                                                                                   
 

√ 
 
  

  
 

 ہمیں حاصل ہوتا ہےمیں یہ متبادك رکھنے پر ( 1) مساوات

                                                                                    √  (
 

√ 
 
  

  
)    √  

 

  
 (
  

  
)
 

 

                                                                                    √  
 

√ 
*(
  

  
)   

 

 
 (
  

  
)
 

+ 

                                                                                     (
  

  
)   

 

 
 (
  

  
)
 

 

جو کہ  کلیرو کی مساوات ہے۔ اس کا عال حل حاصل دنے کے لیے دی گئی مساوات میں 

  

  
 ہیں، اس لیے رکھتے   کی جگہ

                                                                                            
 

 
   

 رکھنے پر     

                                                                                           
 

 
   

 جو کہ دی گئی تفرقی مساوات کا عال حل ہے۔

d) دی گئی تفرقی مساوات ہے 

.....(1)                 

 مام لو کہ
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√ 
 
  

  
 

 ہمیں حاصل ہوتا ہےمیں یہ متبادك رکھنے پر ( 1) مساوات

                           √  (
 

√ 
 
  

  
)   √  

 

  
 (
  

  
)
 

   

                                                                                           √  
 

√ 
*(
  

  
)   

 

 
(
  

  
)
 

+ 

                                                                                                (
  

  
)   

 

 
(
  

  
)
 

 

مساوات ہے۔ اس کا عال حل حاصل دنے کے لیے دی گئی مساوات میں جو کہ  کلیرو کی 

  

  
 ہیں، اس لیے رکھتے   کی جگہ

                                                                                                       
 

 
   

 رکھنے پر     

                                                                                                     
 

 
   

 جو کہ دی گئی تفرقی مساوات کا عال حل ہے۔

e) دی گئی تفرقی مساوات ہے 

.....(1)                      

 مام لو کہ

                 

ور  ا

                

                                                                
      

      
 
  

  
 

                                                                     
   

   
  

  

  
 

                                                                               
   

   
 
  

  
 

                                                                               
 

 
 
  

  
 

 میں یہ متبادك رکھنے پر ہمیں حاصل ہوتا ہے( 1) مساوات

  (
 

 
 
  

  
)   (

 

 
 
  

  
)
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                                                     (
 

 
 
  

  
  )   (

 

 
 
  

  
)
 

   

                                                                   
  

 
, 
  

  
   (

  

  
)
 

-    

                                                                              
  

  
 (
  

  
)
 

 

جو کہ  کلیرو کی مساوات ہے۔ اس کا عال حل حاصل دنے کے لیے دی گئی مساوات میں 

  

  
 رکھتے ہیں، اس لیے   کی جگہ

        

 رکھنے پر            

            

 جو کہ دی گئی تفرقی مساوات کا عال حل ہے۔

f) دی گئی تفرقی مساوات ہے 

.....(1)                                     

 مام لو کہ

                  

ور  ا

                 

                                                                
      

      
 
  

  
 

                                                                               
    

    

  

  
 

                                                                               √
       

       
 
  

  
 

                                                                               √
    

    
 
  

  
 

 میں یہ متبادك رکھنے پر ہمیں حاصل ہوتا ہے( 1) مساوات

    

    
 (
  

  
)
 

(    )  √
    

    
 
  

  
 √    √      (    )    

                           (    ) (
  

  
)
 

  (    )
  

  
  (    )    

                                                                             (
  

  
)
 

  
  

  
     

                                                                                          
  

  
 (
  

  
)
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ل حل حاصل دنے کے لیے دی گئی مساوات میں جو کہ  کلیرو کی مساوات ہے۔ اس کا عا

  

  
 رکھتے ہیں، اس لیے   کی جگہ

        

 رکھنے پر              

              

 جو کہ دی گئی تفرقی مساوات کا عال حل ہے۔

 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 7.4

 تفرقی مساوات  لگرا ادیکھا کہ  اس اکائی میں ہم نے 

    ( )   ( ) 

 حاصل ہوتی ایک خطی تفرقی مساوات جس سے ہمیں  تفرق دتے ہیں۔  اس کو بہ لحاظ سب سے پہلے کو حل دنے کے لیے  

 ہے حاصل ہوتی  درجہ ذیل مساوات  دنے پر ہمیں حل جس کو ۔ ہے 

   (   ) 

 حاصل ہوتا ہے حل درجہ ذیل شکل میں مساوات کا عال لگرا ا پر ہمیں کی مساوات میں رکھنے لگرا اکی یہ قیمت   اب  

   (   )،    (   ) ( )   ( ) 

   تا ہے۔درجہ ذیل شکل میں لکھا جا  کلیرو کی مساوات کو 

      ( ) 

اس لیے دی گئی مساوات کا عال حل  رکھتے ہیں۔  جگہ  کی  دی گئی مساوات میں مساوات کا عال حل حاصل دنے کے لیے  اس 

 درجہ ذیل شکل کا ہوگا  

      ( ) 

 تبدیل کیا جا سکتا ہے۔  مناسب متبادك کی مدد سے  کلیرو کی مساوات میں کسی  ، کلیرو کی شکل میں نہیں ہیں کو جو  ںتفرقی مساواتو کچھ 

 (Key Words)کلیدی الفاظ 7.5

ی جزو لگرا اکلیرو کی مساوات، خطی تفرقی مساوات، 

مل
ک

 

ت

 مساوات،

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 7.6

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات 7.6.1
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1.         

2.       (   ) 

3.           

4.      
 

 
 

5.      (    ) 

6.           

7.             

8. 
 

 
   

      

 
 

 )صحیح/غلط(      مساوات کتے ہیں لگرا اکو ( )       .9

 )صحیح/غلط( رکھتے ہیں۔  کی جگہ   میں اس مساوات کا عال حل حاصل دنے کے لیے ہم ( )       .10

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات 7.6.2

 استعماك دکے کلیرو کی مساوات میں تبدیل دیے اور پھر اس کا عال حل حاصل دیے:درجہ ذیل تفرقی مساوات کو مناسب متبادك کا 

1.   (    )       

2.               

3. (      )(    )  (   )  

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات 7.6.3

 حل حاصل دیے:  مساوات کا عالکی لگرا ادرجہ ذیل 

1.          

2.         

3.            

4.           

 جوابات:

 کے جوابات  معروضی سوالات 7.6.1

1.         

2.        (   ) 

3.         

4.      
 

 
 

5.             

6.           

7.             

8.             
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 )غلط(      مساوات کتے ہیں لگرا اکو ( )       .9

 )صحیح( رکھتے ہیں۔  کی جگہ   میں کا عال حل حاصل دنے کے لیے ہم اس مساوات ( )       .10

  کے جوابات سوالاتجوابات کے حامل مختصر   7.6.2

1.        (   ) 

2.           

3.   (   )     (    ) 

 کے جوابات  طویل جوابات کے حامل سوالات 7.6.3

1.   
 

 
  

 

  
   

  

 
 
  

 
 

2.   
        

(   ) 
 

 

  
         

3.   
 

  
 
 

 
        

  

 
   

4.    
 

 
  

 

    
   

  

    
 
   

 
 

 (Suggested Books for Further Readings)کتابیں یز ک ددہتجوکے لیے  مزید مطالعے 7.7

1. Text Book of Differential Equations, Khalil Ahmad, Real World Education Publishers, 

New Delhi 

2. Ordinary and Partial Differential Equations-   Rai Singhania, S.Chand & Co.,  New Delhi 

 



144 

 

ر ی:کے اطلاقات ںتفرقی مساواتوپہلے رتبے کی  ۔ 8 اکائی  

 

کٹ ج 
 عمودی ٹرا

Applications of First Order Differential Equations: Orthogonal Trajectory)) 

 اکائی کے اجزا

 تمہید   .80

 مقاصد   .80

 اطلاقات   802

ر یاعمودی ٹر   .80

 

کٹ ج 
 

 ی شکل میں ہوجب مساوات کارتیز  .80.0  

 شکل میں ہوقطبی جب مساوات   80.02 

ر یاوبلک    808

 

کٹ ج 
 ٹرا

 اکتسابی نتائج   805

 کلیدی الفاظ   806

 نمونہ امتحانی سوالات   807

 معروضی جوابات کے حامل سوالات  .8070 

 مختصر جوابات کے حامل سوالات  80702 

 طویل جوابات کے حامل سوالات  .8070 

 کتابیں کردہ یزتجوکے لیے مزید مطالعے   8.8
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 (Introduction)تمہید .80

حاصل  معلوماتتفصیلی تریقوں کے بارے میں  کے تفرقی مساوات کی تشکیل اور ام کے حل حاصل کرنےہم  ں میںاکائیوگزشتہ  

کی تفرقی مساوات سے ہے۔   اور پہلے در تبےرکا تعلق پہلے  جن۔ اس اکائی میں ہم کچھ مسائل کے بارے میں گفتگو کریں گے کرچکے ہیں

سلہ
م
 اور پھر کسی مناسب طریقہ سے اس کا حل حاصل کریں گے۔ تفرقی مساوات کی تشکیل کریں گےسے پہلے ہم  اعداد کے دیے ہوے  کسی 

ر یآخر میں 

 

کٹ ج 
ر ی اوبلک  اور (Orthogonal Trajectory)عمودی ٹرا

 

کٹ ج 
  بارے میں حث  کریں گے۔کے ٹرا

 (Objectives)مقاصد .80

نیز عمودی   گےکے اطلاقات سے واقف ہو جائیںکی تفرقی مساوات  تبےپہلے ر کے بعد آپ  کے مطالعےاس اکائی 

 
ج 
ر یٹرا

 

کٹ
(Orthogonal Trajectory) ر ی  اور

 

کٹ ج 
  گے۔ام کو حاصل کرنا بھی سیکھیں اورکسی منحنی کے لیے کی تفصیلی جانکاری اوبلک ٹرا

 (Applications)اطلاقات 802

  :قاتطبعی اطلا

درجہ ذیل  (Speed)پر رفتار tرہ کی کسی وقت ذکی طرف چل رہا ہے، تب اس Xسے   Oکے ایک نقطہ  OXرہ کسی سیدھی لکیر ذمام لیجیے کہ ایک 

 ہوگی

  
  

  
 

 (Acceleration)کا اسراع ذرہاور اس 

  
  

  
 

 ہوگا۔

 کی رفتار ذرہکسی منحنی پر گردش کر رہا ہو ، تب  ذرہاگر یہ  اب 

  
  

  
 

 (Acceleration)کا اسراع ذرہاور اس 

  
  

  
 

   

   
 

 ہوگا۔

کی رفتار گھٹ  ذرہنشام کے ساتھ دکھایا جاتا ہے جب کہ اس (یا مثبت)+(- )منفیکو یہاں پر یہ بات زہن میں رکھنی ہے کہ رفتار اور اسراع 

 ہے۔ہی ہے یا بڑھ رہی ہے اور اسراع گھٹ رہا ہے یا بڑھ رہا ر
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ر یا

 

 ی کٹ
ب

کی شرح   کی آبادی کے اضافہ (Bacteria)کسی آبادی کے اضافہ کی شرح آبادی کے متناسب ہوتی ہے۔ کسی 

  

  
ر یا 

 

 ی کٹ
ب

کے   کی آبادی  

ر یا کی       جہاں متناسب ہوگی،

 

 ی کٹ
ب

 اس لیے ۔ہے ہر  کرتاتعداد کو ظاپر ’t‘وقت 

  

  
   

 یا

  

  
    

 )+( مستقل ہے۔کا مثبتتناسب   جہاں 

'ہو کسی m'کشی کی شرح موجودہ مقدار کے متناسب ہوتی ہے۔ اگر کسی ریڈیو ایکٹو مادہ کی مقدار مادہ کی   (Radioactive)کسی خاص ریڈیوایکٹو

 'پر تب اس مادہ کی شرح درجہ ذیل ہوگی tوقت '

  

  
   

 یا

  

  
    

 ( مستقل ہے۔-تناسب کا منفی)  جہاں 

  ٹھنڈک کا نیوٹن کا قانوم:

اور اس کے چاروں    کے درجہ حرارت جسم میں درجہ حرارت میں بدلاؤ کی شرح  (Body)جسماس قانوم کے مطابق، ٹھنڈی ہو رہی کسی 

 فرق کے متناسب ہوتا ہے۔ اس لیے درمیانیکے    طرف کے ماحوك کے درجہ حرارت

  

  
               

 یا
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میں درجہ حرارت میں بدلاؤ کی شرح ( Body)جسمیہاں  ( مستقل ہے۔+تناسب کا مثبت)  جہاں 

  

  
ٹھنڈی منفی اس لیے لیا گیا ہے کہ کو

 ہو رہی بوڈی کے درجہ  حرارت میں لگاتار کمی ہو رہی ہے۔

 ؟ہو جائیگی تین گنا ساك میں دوگنی ہو جاتی ہے۔ کتنے ساك میں اس ملک کی آبادی  .5۔ کسی ملک کی آبادی .مثاك

 ہے۔ تب ہم جانتے  ہیں کہ    تب ملک کی آبادی  ،    ہے۔ جب  xساك میں  ’t‘حل۔ مام لیجیے کہ ملک کی آبادی 

  

  
    

 تناسب کا مستقل ہے۔  جہاں 

                                                                            
  

 
     

ل کرنے پر ہمیں حاصل ہوتا ہے
م
ک

 

ت

 

                                                                                        

                                                                           
 

 
    

                                                                                    
 

 ، تب    پر    

                                                                                      

 اس لیے

                                                                                        
  

 

 تب،      پر        اور

                                                                                     
   

 

                                                                                     

                                                                                     
 

  
     

 ہو جائیگی، تب تین گنا ساك میں آبادی  Tلو  کہ  مام

                                                                                     
(
 
  

    ) 
 

                                                                             (
 

  
    )   

                                                                                
      

    
 

ر یاعمودی ٹر .80

 

کٹ ج 
(Orthogonal Trajectory) 

ی ا توہ منحنی جو کسی  

 

حن

 

من

ی ا تاس  کے خاندام کے کسی رکن کو کسی دیے گی  قانوم کے مطابق کاٹتا ہے،  

 

حن

 

من

کے خاندام کی  

ر ی

 

کٹ ج 
ر ی کوئیکہلاتی ہے۔ ٹرا

 

کٹ ج 
ی ا تعمودی ہوگی اگر یہ  ٹرا

 

حن

 

من

   ہر  ایک رکن کو کے خاندام کے  
پر کاٹے۔ 

 



148 

 

   وں کے خاندام کے ہر  ایک رکن کو  دائرکے مشترکہ مرکز سے ہوکر گزرتی ہے، وہ  دائرے(Concentric)ہم مرکزی ایک خط جو کسی 
پر  

ر یحلقوں کے خاندام کی  ہم مرکزیاس لیے اس خط کو  کاٹتی ہے۔

 

کٹ ج 
ی ا تخطوط ہوتے ہیں۔ کسی  لامحددود کہتے ہیں۔ اس طرح  کے ٹرا

 

حن

 

من

 

ر یکے خاندام کی عمودی 

 

کٹ ج 
ر یعمودی د ایک خاندام کو تشکیل دیتی ہے۔ اب ہم خو ٹرا

 

کٹ ج 
 تفرقی مساوات حاصل کرنا سیکھیں گے۔کی  ٹرا

 (When Equations in Cartesian Form)ی شکل میں ہومساوات کارتیزجب  .80.0

ی ا تمام لیجیے کہ 

 

حن

 

من

 کے خاندام کی مساوات درجہ ذیل ہے 

 ……………(1)   φ            

 پیرامیٹر ہےاور مام لیجیے کہ اس خاندام کی تفرقی مساوات درجہ ذیل ہے ایک   جہاں 

 ……………(2)   𝜓(    
  

  
)    

ر یپر ایک عمودی         کسی نقطہ کےCکسی منحنی کے خاندام  مام لیجیے کہ

 

کٹ ج 
ر ی        کاٹتی ہے۔ نقطہ T ٹرا

 

کٹ ج 
نقطہ  پر ہے۔ ٹرا

کا جھکاؤ  C پر        

  

  
ر یپر        اور  

 

کٹ ج 
کا  جھکاؤ T ٹرا

  

  
   ایک دوسرے کوT  اورCہوگا۔ چوں کہ   

 
 پر کاٹتے ہیں، اس لیے  

  

  
  

  

  
 

اور   کی جگہ   ،    جگہکی    اب 
  

  
 کی جگہ 

  

  
 ( میں رکھنے پر ہمیں حاصل ہوگا2مساوات )

𝜓(      
  

  
)    

ر یکی جگہ رکھنے پر  دی گئی منحنی کے خاندام کے لیے عمودی        کو      

 

کٹ ج 
 جو کہ درجہ ذیل ہے حاصل ہوگی ٹرا

𝜓(     
  

  
)    

ی ا تکسی زہن نشین رکھیں کہ 

 

حن

 

من

ر یکے خاندام کی عمودی  

 

کٹ ج 
تفرقی مساوات میں دی گئی حاصل کرنے کے لیے اس خاندام کی  ٹرا

  

  
کی  

  جگہ
  

  
 ۔رکھتے ہیں 

        دائروں کے خاندام  -.مثاك
ر یلیے عمودی کے  

 

کٹ ج 
 حاصل کریے۔ ٹرا

 کی مساوات ہےہم مرکزی دائرے دی گئی  -حل

        
 

 ایک پیرامیٹر ہے۔  جہاں  

 تفرق کرنے پر ہمیں حاصل ہوتا ہے اوپر دی گئی مساوات کو بہ لحاظ  

     
  

  
   

                                                                                          
  

  
 

  

 
 

ی ا تجو کہ دی گئی 

 

حن

 

من

اس مساوات میں  کے خاندام کے لیے تفرقی مساوات ہے۔ 

  

  
  کی جگہ 

  

  
   پر رکھنے 
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ل
م
ک

 

ت

 کرنے پر ہمیں حاصل ہوتا ہے 

                                                                                                   

                                                                                           

 سے ہوکر گزرتی ہیں۔ (  ، )نمائندگی کرتی ہے جو مبدا کیکے خاندام  جو کہ ام خطوط 

 

 

  .80.0.0شکل  

 

ی ا ت  -2مثاك

 

حن

 

من

     کے خاندام  
ر یعمودی  لیے، کےایک پیرامیٹر ہے  جہاں  ،  

 

کٹ ج 
 حاصل کریے۔ ٹرا

ی ا تدی گئی  -حل

 

حن

 

من

 کی مساوات ہے کے خاندام 

                                                                                             
 

 تفرق کرنے پر ہمیں حاصل ہوتا ہے اوپر دی گئی مساوات کو بہ لحاظ  

   
  

  
   

                                                                                   
  

  
 

  

 
 

ی ا تجو کہ دی گئی 

 

حن

 

من

اس مساوات میں  کے خاندام کے لیے تفرقی مساوات ہے۔ 

  

  
  کی جگہ 

  

  
   پر رکھنے 

                                                                                    
  

  
 

  

 
 

                                                                             

ل
م
ک

 

ت

 کرنے پر ہمیں حاصل ہوتا ہے 
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ی ا تدی گئی جو کہ 

 

حن

 

من

ر یکے خاندام کی مساوات کے لیے عمودی  

 

کٹ ج 
 ۔ہے ٹرا

 ۔ ایک پیرامیٹر ہے  جہاں  ، ہےخود عمودی            نظال  کا (پیرابولہمکافی )کہ ثابت کرو   -.مثاك

ی ا تدی گئی  -حل

 

حن

 

من

 کے خاندام کی مساوات ہے 

 ……………(1)              

 تفرق کرنے پر ہمیں حاصل ہوتا ہے کو بہ لحاظ  (1)مساوات 

                                                                            
  

  
    

 ……………(2)     

  

  
 

  

 
 

 کا اخراج کرنے پر   سے (2)اور  (.) مساوات

                                                                                       
  

  
(  

 

 

  

  
) 

 ……………(3)      
  

  
  (

  

  
)
 

 

ی ا تجو کہ دی گئی 

 

حن

 

من

اس مساوات میں  کے خاندام کے لیے تفرقی مساوات ہے۔ 

  

  
  کی جگہ 

  

  
   پر رکھنے 

                                                                                         ( 
  

  
)   ( 

  

  
)
 

 

                                                                                    
  

  
  

 
 

(
  
  

)
  

                                                                                     
  

  
  (

  

  
)
 

 

ی ا تدی گئی جو کہ 

 

حن

 

من

 ہے۔ی کا نظال  خود عمود اس لیے دیے گی  مکافی   ہے۔طرح ہی مساوات کیتفرقی کے خاندام کی  

ی ا ت -8مثاك

 

حن

 

من

ر یکے لیے عمودی          کے خاندام  

 

کٹ ج 
 حاصل کریے۔ ٹرا

ی ا تدی گئی  -حل

 

حن

 

من

 کی مساوات ہے کے خاندام 

                                                                              

 ایک پیرامیٹر ہے۔  جہاں  

 تفرق کرنے پر ہمیں حاصل ہوتا ہے مساوات کو بہ لحاظ  اس 

                                                                     
  

  
   

                                                                                       
  

 
(
  

  
) 

 دی گئی مساوات میں رکھنے پر کی یہ قیمت   

                                                    {
  

 
(
  

  
)}         
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ی ا تجو کہ دی گئی 

 

حن

 

من

اس مساوات میں  کے خاندام کے لیے تفرقی مساوات ہے۔ 

  

  
  کی جگہ 

  

  
   پر رکھنے 

                                                                                                        ( 
  

  
) 

                                                                                    (
  

  
)      

 

                                                                                              (
 

 
  )   

ل
م
ک

 

ت

 کرنے پر ہمیں حاصل ہوتا ہے 

                                                                        
  

 
 

  

 
           

                                                                                           
 

 
 

     

 
 

                                                                                                   
(
     

 
)

 

ی ا تدی گئی جو کہ 

 

حن

 

من

ر یکے خاندام کی مساوات کے لیے عمودی  

 

کٹ ج 
 ۔ہے ٹرا

ر یدی کی عمو              کہثابت کرو  -5مثاك

 

کٹ ج 
 ۔ہے              ٹرا

ی ا تدی گئی  -حل

 

حن

 

من

 کی مساوات ہے کے خاندام 

              

 ایک پیرامیٹر ہے۔  جہاں  

 ہوتا ہےتفرق کرنے پر ہمیں حاصل  مساوات کو بہ لحاظ   اس 

     
  

  
      

                                                                                                 (   
  

  
) 

 کی یہ قیمت دی گئی مساوات میں رکھنے پر   

                                                    (   
  

  
)      

                                                              
  

  
     

ی ا تجو کہ دی گئی 

 

حن

 

من

اس مساوات میں  کے خاندام کے لیے تفرقی مساوات ہے۔ 

  

  
  کی جگہ 

  

  
   پر رکھنے 

                                                          ( 
  

  
)      

                                                 
   

 
     ( 

  

  
)  

 

 
   

                                                                                         
  

  
 

  

 
 (  

 

 
) 
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   ، تب    کہ   مام لیجیے
  

  
 

  

  
 اس لیے

  

  
 

 

 
  (  

 

 
) 

 جو کہ ایک خطی تفرقی مساوات ہے۔ اس لیے 

      
 ∫

 
 
  

        
 

 
 

 اس لیے خطی تفرقی مساوات کا حل ہوگا

 
 

 
  ∫

 

 
(  

 

 
)    

                                                                           ∫(  
 

  
)    

                                                                             
 

 
   

 رکھنے پر        اب

                                                                    
  

 
    

 

 
   

 رکھنے پر حاصل ہوتا ہے      یہاں 

              

ی ا تدی گئی جو کہ 

 

حن

 

من

ر یکے خاندام کی مساوات کے لیے عمودی  

 

کٹ ج 
               ثابت ہوتا ہے کہ اس سے ۔ہے ٹرا

ر یکی عمودی 

 

کٹ ج 
 ہے۔              ٹرا

ی ا ت -6مثاك

 

حن

 

من

کے خاندام  

  

   
  

   λ
ر یکے لیے عمودی ایک پیرامیٹر ہے،  λجہاں     

 

کٹ ج 
 حاصل کریے۔ ٹرا

ی ا تدی گئی  -حل

 

حن

 

من

 کی مساوات ہے کے خاندام 

  

  
 

  

   λ
   

 تفرق کرنے پر ہمیں حاصل ہوتا ہے مساوات کو بہ لحاظ   من درجہ بالا

  

  
 

  
  
  

   λ
   

                                                                                  λ  
    

 
(
  

  
) 

   λ  کی یہ قیمت دی گئی مساوات میں رکھنے پر 

                                                               
  

  
 

  

    
 (

  
  

)
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(
  

  
)    

ی ا تجو کہ دی گئی 

 

حن

 

من

 کے خاندام کے لیے تفرقی مساوات ہے۔ 

اس مساوات میں 

  

  
  کی جگہ 

  

  
ر یضروری عمودی   پر رکھنے 

 

کٹ ج 
 حاصل ہو جاتی ہے۔ ٹرا

  

  
 

  

  
(
  

  
)    

                                                                               (
  

  
)       

 

                                                                                         (
  

 
  )   

ل
م
ک

 

ت

 کرنے پر ہمیں حاصل ہوتا ہے 

                                                                                  
  

 
 

  

 
        

 

 
 

                                                                       

ی ا تدی گئی جو کہ 

 

حن

 

من

ر یکے خاندام کی مساوات کے لیے عمودی  

 

کٹ ج 
 ۔ہے ٹرا

ی ا ت -6مثاك

 

حن

 

من

     کے خاندام  
ر یہے، کے لیے عمودی  ری مستقلاختیاایک   جہاں   

 

کٹ ج 
 حاصل کریے۔ ٹرا

ی ا تدی گئی  -حل

 

حن

 

من

 کی مساوات ہے کے خاندام 

     
 

 تفرق کرنے پر  مساوات کو بہ لحاظ   اس

  

  
     

 

                                                                              
 

   
(
  

  
) 

          کی یہ قیمت دی گئی مساوات میں رکھنے پر   

                                                                                  
 

   
(
  

  
)   

 

                                                                             (
  

  
) 

ی ا تجو کہ دی گئی 

 

حن

 

من

ر یعمودی  کے خاندام کے لیے تفرقی مساوات ہے۔ 

 

کٹ ج 
اس مساوات میں حاصل کرنے کے لیے  ٹرا

  

  
 کی جگہ 

 
  

  
   اس لیے ہیں، رکھتے 

    ( 
  

  
) 

                                                               

ل
م
ک

 

ت

 کرنے پر ہمیں حاصل ہوتا ہے 
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ی ا تدی گئی جو کہ 

 

حن

 

من

ر یکے خاندام کی مساوات کے لیے عمودی  

 

کٹ ج 
 ۔ہے ٹرا

 

 (When Equations in Polar Form)شکل میں ہو قطبی جب مساوات 80.02

ی ا تمام لیجیے کہ 

 

حن

 

من

 کے خاندام کی مساوات درجہ ذیل ہے 

 ……………(1)   φ            

 پیرامیٹر ہےاور مام لیجیے کہ اس خاندام کی تفرقی مساوات درجہ ذیل ہے ایک   جہاں 

 ……………(2)   𝜓(    
  

  
)    

 

 .80.020شکل  

ر یایک عمودی  اسی خاندام کیپر        کسی نقطہ کےCکسی منحنی کے مام لیجیے کہ خاندام 

 

کٹ ج 
ر ی   اگر کاٹتی ہے۔ T ٹرا

 

کٹ ج 
مام لیا  پر  ٹرا

  اور     مام لو کہ  ۔ سے ظاہر  کرتے ہیں       کو  نقطہ  جایے، تب اس
ر یاور  Cمنحنی

 

کٹ ج 
کے (Tangents)مماس پر   نقطہ کے  T  ٹرا

 سے بنایے گی  ہیں۔ تب  OP(Radius Vector)برداری نصف قطرہیں جو کہ (Angles)ذاویے 

      
  

  
        اور  

  

  
 

   ایک دوسرے کوT  اورCچوں کہ  اب  
 

 پر کاٹتے ہیں، اس لیے  

|    |  
 

 
 

                                                                                          
 

 
 

                                                                                      (   
 

 
) 

                                                                                         
 

                                                                                

                                                             ( 
  

  
) ( 

  

  
)     
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θاور       پر   نقطہ    α  ،اس لیے 

                                                                                      
  

  
     

  

  
 

 ( سے2مساوات )اب 

𝜓(  α    
  

  
)    

ر یسے بدك کر ہمیں ضروری عمودی        کو     

 

کٹ ج 
 ، جو کہ درجہ ذیل ہوگیکی تفرقی مساوات حاصل ہو  جاتی ہے ٹرا

𝜓(       
  

  
)    

ی ا تزہن نشین رکھیں کہ کسی 

 

حن

 

من

تفرقی  مساوات میں کے خاندام کی 

  

  
     کی جگہ  

  
ی ا ترکھ کراس  

 

حن

 

من

عمودی  خاندام کی کے 

ر ی

 

کٹ ج 
ر یاس طرح حاصل تفرقی مساوات کو حل کرنے پر عمودی  ۔حاصل ہو جاتی ہے ٹرا

 

کٹ ج 
کے خاندام کی مساوات حاصل ہو جاتی  ٹرا

 ہے۔

ی ا ت -7مثاك

 

حن

 

من

ر یایک پیرامیٹر ہے، کے لیے عمودی   جہاں ،    کے خاندام  

 

کٹ ج 
 حاصل کریے۔ ٹرا

ی ا تدی گئی  -حل

 

حن

 

من

 کی مساوات ہے کے خاندام 

     

 تفرق کرنے پر  اس مساوات کو بہ لحاظ  

  

  
   

 کی یہ قیمت دی گئی مساوات میں رکھنے پر   

   
  

  
 

ی ا تجو کہ دی گئی 

 

حن

 

من

ر یعمودی  کے خاندام کے لیے تفرقی مساوات ہے۔ 

 

کٹ ج 
لیے اس مساوات حاصل کرنے کے کی تفرقی مساوات  ٹرا

میں

  

  
     کی جگہ  

  
   اس لیے ہیں، رکھتے

   (   
  

  
) 

                                                                   
  

 
      

ل
م
ک

 

ت

 کرنے پر ہمیں حاصل ہوتا ہے 
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ی ا تدی گئی جو کہ 

 

حن

 

من

ر یکے خاندام کی مساوات کے لیے عمودی  

 

کٹ ج 
 ۔ہے ٹرا

ی ا ت -8مثاك

 

حن

 

من

ر یایک پیرامیٹر ہے، کے لیے عمودی   جہاں              کے خاندام  

 

کٹ ج 
 حاصل کریے۔ ٹرا

ی ا تدی گئی  -حل

 

حن

 

من

 کی مساوات ہے کے خاندام 

            

 تفرق کرنے پر  اس مساوات کو بہ لحاظ  

                                                                     
  

  
        

                                                                       
 

    
(
  

  
) 

 کی یہ قیمت دی گئی مساوات میں رکھنے پر   

                                                                       
 

    
(
  

  
)          

ی ا تجو کہ دی گئی 

 

حن

 

من

ر یعمودی  کے خاندام کے لیے تفرقی مساوات ہے۔ 

 

کٹ ج 
کی تفرقی مساوات حاصل کرنے کے لیے اس مساوات  ٹرا

میں

  

  
     کی جگہ  

  
   اس لیے ہیں، رکھتے

                                                                       
      

    
(   

  

  
) 

                                                                 
  

 
                 

ل
م
ک

 

ت

 کرنے پر ہمیں حاصل ہوتا ہے 

                                                                  | |     |           |     |    |       

                                                              | |     |                  | 
                                                                                         

                                                                                

ی ا تدی گئی جو کہ 

 

حن

 

من

ر یکے خاندام کی مساوات کے لیے عمودی  

 

کٹ ج 
 ۔ہے ٹرا

ی ا ت -9مثاك

 

حن

 

من

          کے خاندام  
ر یایک پیرامیٹر ہے، کے لیے عمودی   جہاں   

 

کٹ ج 
 حاصل کریے۔ ٹرا

ی ا تدی گئی  -حل

 

حن

 

من

 کی مساوات ہے کے خاندام 

          
 

                     

 تفرق کرنے پر  اس مساوات کو بہ لحاظ  
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ی ا تجو کہ دی گئی 

 

حن

 

من

ر یعمودی  کے خاندام کے لیے تفرقی مساوات ہے۔ 

 

کٹ ج 
کی تفرقی مساوات حاصل کرنے کے لیے اس مساوات  ٹرا

میں

  

  
     کی جگہ  

  
   اس لیے ہیں، رکھتے

 

 
 (   

  

  
)          

                                                                        
  

 
           

ل
م
ک

 

ت

 کرنے پر ہمیں حاصل ہوتا ہے 

                                                                  | |  
 

 
   |     |       

                                                            | |     |     |        

                                                                             

                                                               
 

ی ا تدی گئی جو کہ 

 

حن

 

من

ر یکے خاندام کی مساوات کے لیے عمودی  

 

کٹ ج 
 ۔ہے ٹرا

ی ا ت -10مثاك

 

حن

 

من

ر یایک پیرامیٹر ہے، کے لیے عمودی   جہاں       کے خاندام  

 

کٹ ج 
 حاصل کریے۔ ٹرا

ی ا تدی گئی  -حل

 

حن

 

من

 کی مساوات ہے کے خاندام 

     

 تفرق کرنے پر  اس مساوات کو بہ لحاظ  

   
  

  
     

ی ا تجو کہ دی گئی 

 

حن

 

من

ر یعمودی  کے خاندام کے لیے تفرقی مساوات ہے۔ 

 

کٹ ج 
کی تفرقی مساوات حاصل کرنے کے لیے اس مساوات  ٹرا

میں

  

  
     کی جگہ  

  
   اس لیے ہیں، رکھتے

  (   
  

  
)      

                                                                                 
  

  
   

                                                                                           
  

 
     

ل
م
ک

 

ت

 کرنے پر ہمیں حاصل ہوتا ہے 

                                                                                             | |  
  

 
      

                                                                                            
 

 
 

  

 
 

                                                                                                    
  

  

ی ا تدی گئی جو کہ 

 

حن

 

من

ر یکے خاندام کی مساوات کے لیے عمودی  

 

کٹ ج 
 ۔ہے ٹرا
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ر یاوبلک  808

 

کٹ ج 
 (Oblique Trajectory)ٹرا

ی ا تمنحنی کسی دیے گی   اگر کوئی

 

حن

 

من

α کے خاندام کے ہر  ایک رکن کو جھکاؤ      
ر یٹتا ہے ، تب اس کو اوبلک پر کا   

 

کٹ ج 
 ٹرا

 کہتے ہیں۔

ی ا تنوٹ: کسی 

 

حن

 

من

کے خاندام کی تفرقی مساوات میں    

  

  
کی جگہ 

      

       
ر یرکھنے پر اس خاندام کی اوبلک   

 

کٹ ج 
حاصل ہو جاتی ہے،  ٹرا

  جہاں   
  

  
ر یوہ جھکاؤ ہے جو اوبلک α  اور

 

کٹ ج 
ی ا ت،  ٹرا

 

حن

 

من

 کے خاندام کے ہر  ایک رکن کو کاٹ کر بناتی ہے ۔  

        دائروں کے خاندام  -..مثاك
   کو    

ر ی اوبلک کے جھکاؤ پر کاٹنے والی 

 

کٹ ج 
 حاصل کریے۔کی مساوات  ٹرا

 کی مساوات ہے کے خاندام  دی گئی دائروں -حل

        
 

 ایک پیرامیٹر ہے۔  جہاں  

 تفرق کرنے پر ہمیں حاصل ہوتا ہے مساوات کو بہ لحاظ   من درجہ بالا

     
  

  
   

                                                                                          
  

  
 

  

 
 

ی ا تجو کہ دی گئی 

 

حن

 

من

ر یاوبلک کے خاندام کے لیے تفرقی مساوات ہے۔ 

 

کٹ ج 
اس مساوات میں  حاصل کرنے کے لیے   ٹرا

  

  
 کی جگہ 

      

       
      ، یہاںہیں رکھتے 

  اس لیے ۔ہے 

        

         
 

  

 
 

                                                                           

  
 

√ 

   
 

√ 

 
  

 
 

                                             (√    )   (√   )    

                                                (√    )  √       

                                                                                             
√    

√    
 

                                                                                        
  

  
 

√  
 
 

  √ 
 
 

 

 ،تب        مام لیجیے کہاب نس خطی تفرقی مساوات ہے۔ جو ایک متجا

  

  
    

  

  
 اس لیے  
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√  
  
 

  √ 
  
 

 

                                                                         
  

  
 

√   

  √  
   

                                                                         
  

  
 

√      √   

  √  
 

                                                                         
  

  
 

√       

  √  
 

                                                                     √ 
  

 
 

  √  

    
   

                                                                     √ 
  

 
 

 

    
   

√ 

 
(

  

    
)    

                                                                           
  

 
 

 

√ 
(

 

    
)    

 

 
(

  

    
)    

                                                                         
  

 
 

 

√ 
(

 

    
)    (

  

    
)    

ل
م
ک

 

ت

 کرنے پر ہمیں حاصل ہوتا ہے 

                                                                               
 

√ 
                      

                                                        
        

 
 

 

√ 
       

                                                                      
 

√ 
      

 

کی جگہ   

 

 
 رکھنے پر ہمیں حاصل ہوتا ہے 

                                                        {  (
 

 
)
 

}    
 

√ 
     (

 
 
)

 

                                                                         
 

√ 
     (

 
 
)
 

ر یاوبلک ام  کی ضروری دیے گی  دائروں کے خاندجو کہ 

 

کٹ ج 
 ۔ہے ٹرا

 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 805

 اس اکائی میں ہم نے پڑھا:

پر  tکی طرف چل رہا ہے، تب اس ذرہ کی کسی وقت Xسے   Oکے ایک نقطہ  OXکسی سیدھی لکیر  ذرہمام لیجیے کہ ایک  0.

  بالطرتیب (Acceleration)کا اسراع ذرہاور اس  (Speed)رفتار
  

  
  اور 

  

  
کسی منحنی پر گردش  ذرہاگر یہ   اور ہوگا۔

  کی رفتار ذرہکر رہا ہو ، تب 
  

  
  (Acceleration)کا اسراع ذرہاور اس 

   

   
 ہوگا۔
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 کسی آبادی کے اضافہ کی شرح آبادی کے متناسب ہوتی ہے۔ 20

 مادہ کی کشی کی شرح موجودہ مقدار کے متناسب ہوتی ہے۔  (Radioactive)تابکارکسی خاص  0.

اور اس کے چاروں طرف کے ماحوك کے    ٹھنڈی ہو رہی کسی بوڈی میں درجہ حرارت میں بدلاؤ کی شرح بوڈی کے درجہ حرارت  80

 فرق کے متناسب ہوتا ہے۔ اس لیے  درمیانیکے    درجہ حرارت

  

  
          

 مستقل ہے۔ )+(تناسب کا مثبت  جہاں 

ی ا توہ منحنی جو کسی  50

 

حن

 

من

ی ا تکے خاندام کے کسی رکن کو کسی دیے گی  قانوم کے مطابق کاٹتا ہے،  اس  

 

حن

 

من

کے خاندام کی  

ر ی

 

کٹ ج 
 کہلاتی ہے۔ ٹرا

ر یکوئی  60

 

کٹ ج 
ی ا تعمودی ہوگی اگر یہ  ٹرا

 

حن

 

من

   کے خاندام کے ہر  ایک رکن کو  
ی ا تکسی  پر کاٹے۔ 

 

حن

 

من

کے خاندام کی عمودی  

ر ی

 

کٹ ج 
حاصل کرنے کے لیے اس خاندام کی دی گئی تفرقی مساوات میں  ٹرا

  

  
  کی جگہ 

  

  
 ۔رکھتے ہیں 

ی ا تاس  تب اگر منحنی پولر شکل میں ہو 70

 

حن

 

من

کے خاندام کی تفرقی  مساوات میں 

  

  
     کی جگہ  

  
شکل قطبی  منحنی کیرکھ کراس  

ر یعمودی میں 

 

کٹ ج 
  ۔حاصل ہو جاتی ہے ٹرا

ی ا تمنحنی کسی دیے گی   اگر کوئی 80

 

حن

 

من

αکے خاندام کے ہر  ایک رکن کو جھکاؤ      
ر یپر خاٹتا ہے ، تب اس کو اوبلک    

 

کٹ ج 
 ٹرا

ی ا تکسی  کہتے ہیں۔

 

حن

 

من

کے خاندام کی تفرقی مساوات میں    

  

  
کی جگہ 

      

       
ر یرکھنے پر اس خاندام کی اوبلک   

 

کٹ ج 
حاصل  ٹرا

 ہو جاتی ہے۔

 (Key Words)کلیدی الفاظ 806

ی ا ت 

 

حن

 

من

ر یکا خاندام، عمودی  

 

کٹ ج 
ر ی، اوبلک ٹرا

 

کٹ ج 
 نس، متجا،  پولر شکلٹرا

 (Model Examination Questions)امتحانی سوالاتنمونہ  807

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات .8070

 (T/F)   مادہ کی کشی کی شرح موجودہ مقدار کے متناسب ہوتی ہے۔  (Radioactive)کسی خاص ریڈیوایکٹو 0.

ر یا 20

 

 ی کٹ
ب

کی آبادی کے اضافہ کی شرح   (Bacteria)کسی 

  

  
ر یا 

 

 ی کٹ
ب

ر یا کی       کےغیر متناسب ہوگی،جہاں   کی آبادی  

 

 ی کٹ
ب

 (T/F)        ہر  کرتا ہے۔پر تعداد کو ظا’t‘وقت  
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ی ا ت کے خاندام کی عمودی  0.

 

حن

 

من

ر یکسی 

 

کٹ ج 
حاصل کرنے کے لیے اس خاندام کی دی گئی تفرقی مساوات میں  ٹرا

  

  
 کی جگہ 

  

  
 

 (T/F)          ۔رکھتے ہیں 

ی ا ت کے خاندام کی تفرقی  مساوات میں تب ،منحنی پولر شکل میں ہےمام لیجیے کہ کوئی  80

 

حن

 

من

اس 

  

  
     کی جگہ  

  
رکھ کراس  

ر یعمودی منحنی کی پولر شکل میں  

 

کٹ ج 
 (T/F)      ۔حاصل ہو جاتی ہے ٹرا

ی ا ت کے خاندام کی تفرقی مساوات میں    50

 

حن

 

من

کسی 

  

  
کی جگہ 

      

       
ر یرکھنے پر اس خاندام کی اوبلک   

 

کٹ ج 
حاصل ہو جاتی  ٹرا

 (T/F)           ہے۔ 

 ٹھنڈک کا نیوٹن کا قانوم کیا ہے؟ 60

ر یاوبلک  70

 

کٹ ج 
 کیا ہے؟ ٹرا

ر ی 80

 

کٹ ج 
 کی تعریف کریے۔ ٹرا

ر یعمودی  90

 

کٹ ج 
 کی تعریف کریے۔ ٹرا

 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات 80702

ی ا ت 0.

 

حن

 

من

ر یایک پیرامیٹر ہے، کے لیے عمودی   جہاں              کے خاندام  

 

کٹ ج 
 کریے۔ محسوب ٹرا

ی ا ت 20

 

حن

 

من

     کے خاندام  
ر یایک پیرامیٹر ہے، کے لیے عمودی   جہاں   

 

کٹ ج 
 ۔وکر معلول  ٹرا

ی ا ت 0.

 

حن

 

من

ر یایک پیرامیٹر ہے، کے لیے عمودی   جہاں            کے خاندام  

 

کٹ ج 
 ۔وحاصل کر ٹرا

ی ا ت 80

 

حن

 

من

ر یایک پیرامیٹر ہے، کے لیے عمودی   جہاں                 کے خاندام  

 

کٹ ج 
 ۔وکرمعلول  ٹرا

ی ا ت 50

 

حن

 

من

ر یایک پیرامیٹر ہے، کے لیے عمودی   جہاں                کے خاندام  

 

کٹ ج 
 کریے۔ محسوب ٹرا

ی ا ت 60

 

حن

 

من

ر یایک پیرامیٹر ہے، کے لیے عمودی   جہاں             کے خاندام  

 

کٹ ج 
 ۔وحاصل کر ٹرا

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات .8070

ی ا ت 0.

 

حن

 

من

ر یایک پیرامیٹر ہے، کے لیے عمودی   جہاں                کے خاندام  

 

کٹ ج 
 حاصل کریے۔ ٹرا

ی ا ت 20

 

حن

 

من

              کے خاندام  
ر یمیٹر ہے، کے لیے عمودی ایک پیرا  جہاں   

 

کٹ ج 
 کریے۔ محسوب ٹرا

ی ا ت 0.

 

حن

 

من

ر یایک پیرامیٹر ہے، کے لیے عمودی   جہاں        کے خاندام  

 

کٹ ج 
 کریے۔ معلول  ٹرا
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ی ا ت 80

 

حن

 

من

کے خاندام  

  

    
 

  

    
ر یایک پیرامیٹر ہے، کے لیے عمودی   جہاں     

 

کٹ ج 
 کریے۔ معلول  ٹرا

ی ا ت 50

 

حن

 

من

      کے خاندام  
ر یایک پیرامیٹر ہے، کے لیے عمودی   جہاں   

 

کٹ ج 
 حاصل کریے۔ ٹرا

 جوابات:

 جوابات  کے سوالات معروضی .8070

.0  (T) 

20  (F) 

.0  (F) 

80  (T) 

50  (T) 

  کے جوابات مختصر جوابات کے حامل سوالات 80702

.0               

20              
   

.0   
  

              

80          
   

50   
  

        
 

60              

 کے جوابات طویل جوابات کے حامل سوالات .8070

.0                 

20               
   

.0          
   

80 (   
  

  
) (   

  

  
)       

 

50          
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 (Suggested Books for Further Readings)کتابیں یز کردہتجوکے لیے مزید مطالعے 8.8

1. Text Book of Differential Equations, Khalil Ahmad, Real World Education Publishers, 

New Delhi 

2. Ordinary and Partial Differential Equations-   Rai Singhania, S.Chand & Co.,  New Delhi 

3. A Text Book of B.Sc. (Mathematics), Volume –I , V. Venkateshwara Rao and others, S. 

Chand & Company 
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 نس خطی تفرقی مساواتیںمتجامستقل ضریب کی ۔9 اکائی

(Homogeneous Linear Differential Equations with Constant Coefficients) 

 

 کے اجزا اکائی

 تمہید    9.0

 مقاصد   9.1

 خطی تفرقی مساوات متجانسمستقل ضریب کے ساتھ    9.2

 کچھ بنیادی قضیے  9.2.1 

 اتمامی تفاعلات  9.2.1 

 ئجاکتسابی نتا   9.3

 کلیدی الفاظ   9.4

 نمونہ امتحانی سوالات   9.5

  معروضی جوابات کے حامل سوالات  9.5.1 

 مختصر جوابات کے حامل سوالات  9.5.2 

 طویل جوابات کے حامل سوالات  9.5.3 

 کتابیںکردہ  تجویزکے لیے  مطالعےمزید    9.6
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 (Introduction)تمہید 9.0

ر ی  خاص کی مساواتوں کے اطلاقات کے بارے میں پڑھا  درجے پہلےاور  رتبےئی میں ہم نے پہلے گزشتہ اکا 

 

 ی کٹ
 ج
ی

طور پر عمودی ٹر

کی مدد سے حاصل اتمامی  مساوات (Auxiliary)کی معاوم  تفرقی مساوات  اور اس متجانسرتبہ کی اعلی ہم کو حاصل کرنا سیکھا۔ اس اکائی میں 

 ۔ں پر ث ک کر گ  یقوطر  مختلفکا حل حاصل کرنے کے تفاعل 

 (Objectives)مقاصد 9.1

وم اور پھر معا  گ  کر   بنیادی علوماتت حاصل تفرقی مساوات کی متجانس  کہ  ئیں کمل  وننے پر پ  اس قال  ون اکے اس اکائی

 کر گ  ۔  علومل  حل تفرقی مساوات کا متجانسعلات کو حاصل کر کے دی گئی مساوات کی مدد سے اتمامی تفا

 خطی تفرقی مساوات متجانسمستقل ضریب کے ساتھ  9.2

 (Homogeneous Linear Differential Equations with Constant Coefficients) 

 کی خطی تفرقی مساوات درجہ ذیل شکل کی ونتی ہے رتبہ 

 (1)………….  

   

   
   

     

     
   

     

     
       

  

  
       

موجود نہیں  ونتے ہیں۔  اور اس کے مشتق   ہیں اور ام میں  (Constants)ہیں یا  مستقل تکے تفاعلا   یا تو               جہاں  

کو مستقل ضریب کے ساتھ خطی تفرقی مساوات کہتے  (1)مساوات ون تب،    کا تفاعل  مستقل ونں اور                اگر 

 ہیں۔

 سے (1)مساوات ون تب، کا تفاعل  یا تو مستقل ون یا    مستقل ونں اور                 اب اگر

   

   
   

     

     
   

     

     
       

  

  
       

اگر 

 

  
   

  

   
    

  

   
      

  

   
 تب ،    

       
        

                    

(      
       

              )    

 اس مساوات کو اس طرح بھی لکھ سکتے ہیں

 ………..(2)     ( )    

( )  جہاں        
       

 ہے۔               
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 گر۔ اونں   تمستقلا اختیاری   میں (General Solution)عال حل  کے ہے ، تب اس   رتبہہم انتے ہیں کہ اگر کسی تفرقی مساوات کا 

،    ( میں 2کہتے ہیں۔ اگر مساوات )(Particular Integral)مستقل موجود نہ ونں تب اس حل کو خاص تکملہ  اختیاریکسی حل میں 

 مساوات تب

 (3)………       ( )    

 تفرقی مساوات کہلاتی ہے۔ متجانس

 (Some Basic Theorems)کچھ بنیادی قضیے 9.2.1

مساوات ہیں،  تغیر تابع اختیاری مستقلا جس میں      کا خاص تکملہ ون  اور     ( )  مساوات    اگر   .1

 ونگا۔  کا عال حل    ( ) مساوات        تب ، ونعال حلکا     ( ) 

 ہے، اس لیے کا عال حل (3) مساوات     اور   ہے (Particular Integral)کا خاص تکملہ (2) مساوات      چوں کہ ثبوت:

 ( )    

ور  ا

 ( )    

 اس لیے

 ( )(   )   ( )   ( )        

مستقل ہیں۔ اس لیےیہ  مساوات  اختیاریغیر تابع  میں  ۔ لیکن اس حل ہے       کا حل     ( ) مساوات  اس لیے

کا اتمامی     ( ) وات کے عال حل کو مسا    ( ) مساوات ونگا۔       کا عال حل     ( ) 

سے حاصل  حل درجہ ذیل طریقے کہتے ہیں ۔ اس طرح کسی خطی تفرقی مساوات کے لیے  عال (Complementary Function)تفاعل

 کرتے ہیں

            

 ایک اختیاری  مستقل ہے۔    ، جہاںبھی اس کا ایک حل ونگا      ہے، تب      کا ایک حل     ( ) اگر   .2

 ، تبہے     کا ایک حل     ( ) اتم لیجیے   ثبوت:

 ( )     

 اب

 ( )      ( )     

 ۔ونگاحل  بھی کا    ( ) مساوات        اس لیے

 ، تب غیر تابع حل ہیں    کے    ( )  مساوات                 اگر   .3

                   

 ۔ہیں تاختیاری  مستقلا          بھی اس کا ایک حل ونگا، جہاں 
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 ، تبہیںحل غیر تابع   کے     ( )   مساوات                 اتم لیجیے ثبوت:

……….(1)    ( )      ( )        ( )     

 اب

 ( )(                 )   ( )      ( )         ( )     

                                                                                ( )      ( )         ( )   

 کا استعماك کرنے پر  (1)مساوات 

 ( )(                 )    

 کا ایک حل ہے۔    ( ) مساوات                     اس لیے

 (Complementary Functions)اتمامی تفاعلات 9.2.2

 کہ  فرض کرو 

 ہے اور   ( )      ………(1) 

 مساوات کہتے ہیں، کے روٹس ہیں (Auxiliary)معاومدرجہ ذیل مساوات جسے            اتم لو کہ  

 (2)………      ( )    

 کو درجہ ذیل شکل میں لکھ سکتے ہیں (1)، مساوات تب

 (3)………  (    )(    ) (    )    

 اس مساوات کی  خطی مساوات درجہ ذیل ہیں

 (4)………  (    )    (    )      (    )    

 اب اتم لو کہ مساوات  کے بھی حل ونں  ۔ (1)ونں   اور پھر مساوات حل  کے  (3)جن کے حل مساوات 

(    )    

                                                                     (
 

  
   )     
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ل کرنے پر ہمیں
م
ک

 

ت

 حاصل ونتا  ہے خاص حل 

       

      کے خاص حل (4) اس لیے مساوات
        

          
   

کے بھی ونں  ۔ اس  (1) جو کہ مساوات 

 سے درجہ ذیل تین صورتیں ضاہر ونتی ہیں:

 ونں: مختلفمساوات کے سبھی روٹس  معاومجب  .1

تب  ، کے روٹس ہیں  مساوات  معاومحاصل کردہ               کہ  اس صورت  میں اتم لیجیے 

 کا عال حل ونگا (1)۔ اس لیے مساوات خطی طور پر غیر تابع ہیں                 

 (5)………              
       

         
   

 

 ونں: مساوی روٹس مساوات کے  کچھ  معاومجب  .2

                ہیں مساویروٹس   kروٹس میں سے n کے  مساوات  معاوم کہاس صورت  میں اتم لیجیے 

 کا عال حل ونگا (1)تب  مساوات 

          
      

        
        

           
   

 

                                     (          ) 
        

           
   

 

                                               
           

   
, 

             جہاں 

 ہیں۔ تاختیاری مستقلا       اس  طرح اس حل میں 

 کو درجہ ذیل طریقہ سے لکھ سکتے ہیں (1)روٹس مساوی ہیں اس لیے مساوات    مساوات کے پہلے  معاوم چوں کہ

(   ) (      ) (    )    

 اس لیے اب ہم درجہ ذیل مساوات کا عال حل حاصل کرتے ہیں

 (6)………     (   )     

  تب،       اتم لیجیے کہ  اب 

(   )  (   )     

                                                                                     (    )        
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                                                                                              ( )        

                                                                                        ( ) 

 کی مدد سے دونوں طرف پپریٹ کرنے پر (   )

                                                             (   )   (   )    ( ) 

                                                                                     *    ( )+       ( ) 

                                                                                         ( )       ( )       ( ) 

                                                                                         ( ) 

 مرتبہ دہرانے پر  یہ طریقہ 

                                                             (   )        ( ) 

 سے (6)اس لیے مساوات 

                                                                    ( )    

                                                                    ( )    

 ونں   اس مساوات کے خطی طور پر غیر تابع خاص حل درجہ ذیل

                      

            اس لیے عال حل ونگا 
       

   
 کا حل ونگا (6)مساوات اور پھر   

  (          
       

   )    

 ، تب  ونں               روٹس   kروٹس میں سے n کے  مساوات  معاوملیے جب   اس

     (          
       

   )         
           

   
 

ف اعدادمساوات کے روٹس  معاومجب  .3

 

 ونں:  (Complex Numbers)ملت

  ، تب  کے روٹس ہیں  مساوات  معاومحاصل کردہ         اور         کہ  اس صورت  میں اتم لیجیے 

        
(    )     

(    ) 
 

                                                                        
(      )     

(      )
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                                                                        (   
       

    ) 

                                                                       *(                )  (                )+ 

                                                                       *(     )       (     )      + 

                                                                       *             + 

 اختیاری مستقل ہیں۔نئے   اور    جہاں 

 طریقہ: حاصل کرنے کا      اتمامی تفاعل

(i) سب سے پہلے دی گئی مساوات کو درجہ ذیل شکل میں لکھیں 

(      
       

              )    

(ii)  مساوات درجہ ذیل  طریقہ سے لکھیں معاوماس کے لیے 

      
       

                 

(iii)   کے لیے حل کر گ  اس مساوات کو 

(iv) ۔حاصل کر گ      مناسب طریقہ سےسےمیں   طریقوں بتایے اب اوپر 

 ۔کو حل کر گ    (        )۔ مساوات 1مثاك

 ونگی مساوات درجہ ذیل  معاومکی خطی تفرقی مساوات ہے۔ اس کے لیے  رتبےحل۔ دی گئی مساوات مستقل ضریب کے ساتھ دوسرے 

           

                                                               (   )(   )    

                                                                                                  

  درجہ ذیل ونگا روٹس الگ الگ ہیں اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا عال حل  چوں کہ

          
      

   
 

 ۔ حل کر گکو    (            )۔ مساوات 2مثاك

 ہے حل۔ دی گئی مساوات

(            )    

 مساوات درجہ ذیل ونگی معاومکی خطی تفرقی مساوات ہے۔ اس کے لیے  رتبےے تیسرمستقل ضریب کے ساتھ یہ مساوات  
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                               (   )    (   )   (   )    

                                                         (   )(       )    

                                                       (   )(   )(   )    

                                                                                                          

 روٹس الگ الگ ہیں اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا عال حل درجہ ذیل ونگا   چوں کہ

          
     

      
  

 

۔ مساوات 3مثاك

   

   
 
  

  
اور      پر     کہ ہےگیا دیا ، کا حل علومل کر گ       

  

  
 ہے۔   

 ہے حل۔ دی گئی مساوات

   

   
 
  

  
       

 سب سے پہلے دی گئی مساوات کو درجہ ذیل شکل میں لکھتے ہیں

(       )    

 مساوات درجہ ذیل ونگی معاومکی خطی تفرقی مساوات ہے۔ اس کے لیے  رتبےمستقل ضریب کے ساتھ دوسرے یہ مساوات  

          

                                                               (   )(   )    

                                                                                                  

 روٹس الگ الگ ہیں اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا عال حل درجہ ذیل ونگا   چوں کہ

 (1)………             
      

   
 

اور     پر     

  

  
 تب، ہیں    

     
     

 
 

 (2)………              

 ہمیں حاصل ونتا ہے  تفرق کرنے پر   کو بہ لحاظ( 1) مساوات
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تب      جب اور

  

  
 اس لیے   

 (3)………               

 کو حل کرنے پر ہمیں حاصل ونتا ہے (3)اور  (2)مساوات 

          

 اس لیے ضروری خاص حل ونگا 

            

۔ مساوات 4مثاك

   

   
  

  

  
اور      پر     کہ ہےگیا ، دیاکو حل کر گ      

  

  
 ونگا۔   

 ہے حل۔ دی گئی مساوات

   

   
  

  

  
      

 سب سے پہلے دی گئی مساوات کو درجہ ذیل شکل میں لکھتے ہیں

(       )    

 ونگی کی  مساوات درجہ ذیل معاومکی خطی تفرقی مساوات ہے۔ اس کے لیے  رتبےیہ مساوات مستقل ضریب کے ساتھ دوسرے  

          

                                                               (   )(   )    

                                                                                                 

 روٹس الگ الگ ہیں اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا عال حل درجہ ذیل ونگا   چوں کہ

 (1)………             
     

  
 

اور      کے لیے    

  

  
 اس لیے ،ہیں    
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 (2)………              

 ہمیں حاصل ونتا ہے  تفرق کرنے پر   کو بہ لحاظ( 1) اب مساوات

                                                                                  
  

  
    

      
  

 

تب     جب  اور

  

  
 اس لیے   

 (3)………              

 کو حل کرنے پر ہمیں حاصل ونتا ہے (3)اور  (2)مساوات 

          

 اس لیے ضروری خاص حل ونگا 

    

 ۔علومل کر گ حل کا    (       )۔ مساوات 5مثاك

 ہے  حل۔ دی گئی مساوات

(       )    

 مساوات درجہ ذیل ونگی معاومکی خطی تفرقی مساوات ہے۔ اس کے لیے  رتبےمستقل ضریب کے ساتھ دوسرے یہ مساوات 

          

                                                                                            
  √    

 
 

                                                                                                  

ف اعدادروٹس  چوں کہ

 

 ہیں اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا عال حل درجہ ذیل ونگا   (Complex Numbers) ملت

         (               ) 

 کو حل کریے۔    (           )۔ مساوات 6مثاك

 حل۔ دی گئی مساوات ہے
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(           )    

 ونگی کی  مساوات درجہ ذیل معاومکی خطی تفرقی مساوات ہے۔ اس کے لیے  رتبےیہ مساوات مستقل ضریب کے ساتھ تیسرے  

              

                                                         (   )   (   )    

                                                                   (   )(    )    

                                                                                                         

ف اعداد اور  روٹس الگ الگ چوں کہ

 

 ہیں اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا عال حل درجہ ذیل ونگا  ملت

          
       (               ) 

     
                   

 کو حل کریے۔    (           )۔ مساوات 7مثاك

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

(           )    

 ونگی کی  مساوات درجہ ذیل معاومکی خطی تفرقی مساوات ہے۔ اس کے لیے  رتبےیہ مساوات مستقل ضریب کے ساتھ تیسرے  

              

                              (   )    (   )   (   )    

                                                       (   )(       )    

                                                     (   )(   )(   )    

                                                                                                        

 روٹس الگ الگ ہیں اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا عال حل درجہ ذیل ونگا   چوں کہ

       (      ) 
     

  
 

 ۔کو حل کر گ    (           )۔ مساوات 8مثاك

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

(           )    
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 ونگیکی  مساوات درجہ ذیل  معاومکی خطی تفرقی مساوات ہے۔ اس کے لیے  رتبےیہ مساوات مستقل ضریب کے ساتھ تیسرے  

              

                                (   )    (   )  (   )    

                                                       (   )(       )    

                                                     (   )(   )(   )    

                                                                                                           

 اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا عال حل درجہ ذیل ونگا  

       (          
 )    

 ۔کو حل کر گ    (         )۔ مساوات 9مثاك

 ہے  حل۔ دی گئی مساوات

(         )    

 ونگیکی  مساوات درجہ ذیل  معاومکی خطی تفرقی مساوات ہے۔ اس کے لیے  رتبے چوتھےیہ مساوات مستقل ضریب کے ساتھ 

            

                                                                            (    )    

                                                                                                      

ف اعدادروٹس  چوں کہ

 

 ہیں اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا عال حل درجہ ذیل ونگا   ملت

       (      )       (      )       

 ۔علومل کر گ حل  کا     (       )۔ مساوات 11مثاك

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

(       )    

 ونگی کی  مساوات درجہ ذیل معاومکی خطی تفرقی مساوات ہے۔ اس کے لیے  رتبےیہ مساوات مستقل ضریب کے ساتھ تیسرے  
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                         (   )   (   )   (   )    

                                                  (   )(      )    

                                             (   )(   )(   )    

                                                                                                  

 عال حل درجہ ذیل ونگا  اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا 

       (      ) 
      

  
 

،    پر       دیا گیا ہے کہ جب کہ، علومل  کرو حل کا     (          )۔ مساوات 11مثاك

  

  
    

اور

   

   
 ۔ہے  

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

(          )    

 ونگی کی  مساوات درجہ ذیل معاومکی خطی تفرقی مساوات ہے۔ اس کے لیے  رتبےیہ مساوات مستقل ضریب کے ساتھ تیسرے  

             

                                                        (   )   (   )    

                                                                  (   )(    )    

                                                                                                         

ف اعداداور مختلفروٹس  چوں کہ

 

 ہیں اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا عال حل درجہ ذیل ونگا    ملت

          
       (               ) 

 (1.......)        
                   

 تفرق کرنے پر  اس مساوات کو بہ لحاظ

 (2.......)  

  

  
     

                     

 دوسری مرتبہ تفرق کرنے پر 

 (3.......)  
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 اس لیے    پر      اب دیا ہے 

 (4.......)            

پر       

  

  
    

 (5.......)               

پر       

   

   
   

 (6.......)             

 ہےحاصل کو حل کرنے پر  ہمیں  (6) اور(5،  )( 4) مساوات

                

 اس لیے دی گئی مساوات کا خاص حل ونگا

            

مساوات 21مثاك

   

   
  

   

   
  

  

  
 ۔کو حل کر گ      

 حل۔ دی گئی مساوات  کو درجہ ذیل شکل میں لکھنے پر

(           )    

 ونگیکی  مساوات درجہ ذیل معاومکی خطی تفرقی مساوات ہے۔ اس کے لیے  رتبےیہ مساوات مستقل ضریب کے ساتھ تیسرے  

              

                                (   )   (   )   (   )    

                                                          (   )(      )    

                                                      (   )(   )(   )    

                                                                                                           

 ہیں اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا عال حل درجہ ذیل ونگا    روٹس الگ الگ چوں کہ
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۔مساوات31مثاك

   

   
  

   

   
 
  

  
 ۔کو حل کریے      

 کو درجہ ذیل شکل میں لکھنے پر  حل۔ دی گئی مساوات 

(          )    

 ونگی کی  مساوات درجہ ذیل معاومکی خطی تفرقی مساوات ہے۔ اس کے لیے  رتبےیہ مساوات مستقل ضریب کے ساتھ تیسرے  

             

                            (   )    (   )   (   )    

                                                     (   )(       )    

                                                   (   )(   )(   )    

                                                                                                       

 ہیں اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا عال حل درجہ ذیل ونگا    روٹس الگ الگ چوں کہ

     
     

      
  

 

حل کرو: ۔41مثاك

   

   
  

   

   
  

   

   
  

  

  
       

 حل۔ دی گئی مساوات  کو درجہ ذیل شکل میں لکھنے پر 

(               )    

 ونگیکی  مساوات درجہ ذیل  معاومکی خطی تفرقی مساوات ہے۔ اس کے لیے  رتبے چوتھےیہ مساوات مستقل ضریب کے ساتھ  

                  

                                   (   )     (   )   (   )    

                                                            (   )(        )    

                (   )*  (   )    (   )   (   )+    

                                               (   )(   )*       +    

                                                                        (   ) (   )    

                                                                                                                   

 دی گئی تفرقی مساوات کا عال حل درجہ ذیل ونگا   اب
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  (      ) 
  (      ) 

   
 

۔مساوات51مثاك

   

   
 ۔کو حل کر گ       

 حل۔ دی گئی مساوات  کو درجہ ذیل شکل میں لکھنے پر 

(     )    

 ونگیکی  مساوات درجہ ذیل  معاومکی خطی تفرقی مساوات ہے۔ اس کے لیے  رتبےیہ مساوات مستقل ضریب کے ساتھ چوتھے  

        

                                                (     )          

                                           (     )  (√   )
 
   

             (      √   )(      √   )    

 اس لیے

      √            √      

 اب

      √      

                                                                 
√   √       

 
 

                                                                 
 

√ 
 
  

√ 
 

 اسی طرح

      √      

                                                                 
 √   √       

 
 

                                                                 
  

√ 
 
  

√ 
 

 دی گئی تفرقی مساوات کا عال حل درجہ ذیل ونگا   اب
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(
 

√ 
) 
{     (

 

√ 
 )       (

 

√ 
 )}   

( 
 

√ 
) 
{     (

 

√ 
 )       (

 

√ 
 )} 

 (Learning Outcomes)ئجاکتسابی نتا 9.3

 اور اس کا  عال حل حاصل کرنا سیکھا نیز اس سے خاص حل کی بنیادی انکاری حاصل کیتفرقی مساوات  متجانسنے  اس اکائی میں ہم 

 ۔سیکھا کس طرح نکالا اتا ہے یہ بھی 

 (Key Words)کلیدی الفاظ 9.4

 مساوات معاوماتمامی تفاعل، ، رتبہتفرقی مساوات، خطی تفرقی مساوات،  متجانس 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 9.5

  (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات 9.5.1

حاصل کردہ معاوم           اگرمستقل ضریب کے ساتھ متجانس تفرقی مساوات ہے۔    ( ) فرض کرو کہ  .1

     ں، تب   مساوات کا عال حل ونگاروٹس ون دو  مساوات  کے
       

   
      (T/F) 

اور         کہ  اتم لیجیے  مستقل ضریب کے ساتھ متجانس تفرقی مساوات ہے۔    ( ) فرض کرو کہ  .2

 ونگا۔ +             *          حاصل کردہ معاوم  مساوات  کے روٹس ہیں، تب          

(T/F) 

مساوات .3

   

   
  

   

   
  

  

  
 کی معاوم مساوات لکھو۔     

مساوات .4

   

   
  

  

  
 کی اتمامی تفاعل علومل کر گ۔      

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات 9.5.2

حل کرو:  .1

   

   
  

  

  
      

مساوات .2

   

   
  

   

   
  

  

  
 ۔کو حل کر گ   

مساوات .3

   

   
  

   

   
   

  

  
 ۔کر گ علومل حل کا      

مساوات .4

   

   
  

   

   
 
  

  
 ۔کر گ حاصل حل کا      
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مساوات .5

   

   
  

   

   
  

  

  
 ۔کو حل کر گ   

مساوات .6

   

   
  

  

  
 ۔کو حل کر گ      

مساوات .7

   

   
  

  

  
 ۔کو حل کر گ       

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات 9.5.3

 مساوات .1
   

   
  

   

   
  

  

  
 ۔کو حل کر گ   

مساوات .2

   

   
  

   

   
  

  

  
 ۔کر گمحسوب حل  کا     

مساوات .3

   

   
  

   

   
 ۔کر گعلومل حل  کا        

مساوات .4

   

   
  

   

   
   

   

   
  

  

  
 ۔کر گکو حل    

)مساوات .5
   

   
  )

 

(
   

   
 
  

  
  )  ۔کو حل کر گ   

حل کرو:  .6

   

   
  

   

   
  

  

  
        

)مساوات .7
   

   
  )

 

 ۔کر گ حاصل  حل کا  

مساوات .8

   

   
   

  

  
 ۔کر گ علومل  حل  کا   

 ۔ کر گکی سبھی صورتوں پر ث ککا حل حاصل کرنے     ( )   تفرقی مساوات متجانسکی    رتبہ .9

 کہ  ثابت کرو  غیر تابع حل ہیں ، تب    کے    ( )  مساوات                 اگر   .11

                   

 ۔اختیاری  مستقل ہیں          بھی اس کا ایک حل ونگا، جہاں 

 ؟حاصل کیا اتا ہےروٹس برابر ونں ، تب اس کا حل کس طرح   تفرقی مساوات کے  متجانساگر  .11

 جوابات:

  کے جوابات معروضی سوالات 9.5.1

1.  (T) 

2.  (F) 

3.               

4.      
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 کے جوابات مختصر جوابات کے حامل سوالات 9.5.2

1.      
       

  
 

2.         
     

  
 

3.      
      

       
   

 

4.      
      

     
  

 

5.      
         

  
 

6.   (      ) 
  

 

7.     (               ) 

 کے جوابات طویل جوابات کے حامل سوالات 9.5.3

1.         
       

 

 
 

 

2.   (          
 )    

3.   (      )       (      )       

4.      (          
 )    

5.     
 

 *(      )    
√  

 
 (      )    

√  

 
+ 

  (          
 )      (           

 )      

6.      
      (               )  

7.   (      )      (      )      

8.                      

 (Suggested Books for Further  Readings)کتابیںکردہ  کے لیے تجویز مزید مطالعے 9.6

1. Text Book of Differential Equations, Khalil Ahmad, Real World Education Publishers, 

New Delhi 

2. Ordinary and Partial Differential Equations-   Rai Singhania, S.Chand & Co.,  New Delhi 

3. A Text Book of B.Sc. (Mathematics), Volume –I , V. Venkateshwara Rao and others, S. 

Chand & Company 
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 ں  ے  اص  کملےتوخطی تفرقی مساوا غیرمتجانسمستقل ضریب کی  ۔01 اکائی

.
                                             

                                                 
/ 

 ے  اجزا اکائی

 تمہید    10.0

 مقاصد   10.1

 کملےں  ے  اص  تفرقی مساواتو غیرمتجانسمستقل ضریب کی    10.2

.اص  تکملہ  10.2.1 
 

   
 حاصل کرنا/ 

 اص  تکملہ کا    ( )  10.2.2 

 اص  تکملہ کا      ( )    10.3

 اص  تکملہکا         ( ) ( یا      )   10.4

 اص  تکملہ کا     ( )    10.5

 اص  تکملہکا        ( )    10.6

 ئجاکتسابی نتا   10.7

 الفاظ کلیدی   10.8

 نمونہ امتحانی سوالات   10.9

  معروضی جوابات ے  حامل سوالات 10.9.1 

 مختصر جوابات ے  حامل سوالات 10.9.2 

 طویل جوابات ے  حامل سوالات 10.9.3 

 موادکردہ  تجویزے  لیے  مزید مطالعے   10.10
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 (Introduction)تمہید  10.0

عل کا ایک تفا  مام لیجیے کہ  

 

 ( )
چوں  ۔ حاصل ہوتا ہے  کی مدد سے عمل کرایا جاتا ہے تو نتیجہ  ( )  اس پر جب۔ہے  

  کہ
 

 ( )
کو مطمئن کرتی ہے  ، اس     ( )  (Non Homogeneous Differential Equation)غیر متجانس تفرقی مساوات  

لیے ہم کہہ سکتے ہیں کہ 

 

 ( )
 ہمیں حاصل ہوتا ہے اب ایک اص  حل ہے۔کا    ( ) غیر متجانس تفرقی مساوات   

 ( ) (
 

 ( )
 )    

عامل جس سے ظاہر ہوتا ہے کہ 

 

 ( )
 ۔ہے (Inverse)ٰسکا معکو ( ) عامل  

 نوٹ: 

 .
 

 
 /   یا    

 

  
.
 

 
 / اس لیے    

 

 
  ∫    

 (Objectives)مقاصد 10.1

 کی ختلف   وررتوں  کو اس کو حاصل کرنے  زحاصل ہو جائیگی کی نیاددی جاکارری  کملے  کو اص  ہونے پر آپ ے  مکمل اس اکائی 

 ۔گے کر سکیں  کا حل حاصل  دی ئی  غیر متجانس تفرقی مساوات سمجھتے ہویے

 تفرقی مساواتوں  ے  اص  کملے غیرمتجانسمستقل ضریب کی  10.2

 (Particular Integrals of Non Homogeneous Differential Equations with Constant Coefficients) 

 دو وررتیں ہیں جن پر ہم بحث کریں گے۔ درجہ ذیل  اص   کملے کی

.اص  تکملہ  .0
 

   
 حاصل کرنا/ 

کا اص  تکملہ    ( )  .2

 

 ( )
 حاصل کرنا  

.اص  تکملہ    10.2.1
 

   
 Determining the Particular Integral)حاصل کرنا/ 

 

   
 ) 

کہ  فرض کرو 

 

   
 تب ،    
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                                                                 (   )  (   ) .
 

   
 /    

                                                           
  

  
      

 کی خطی تفرقی مساوات ہے جس کا حل درجہ ذیل ہے  رتبےجو کہ پہلے 

      ∫        

                                                                              ∫        

                                                           
 

   
     ∫        

 (   ( )  Particular Integral of)اص  تکملہ کا    ( )    10.2.2

 ۔اس کو حاصل کرنے ے  دو طریقے ہیں

 پہلا طریقہ:

( ) مام لیجیے کہ   (    )(    ) (    ) 

 تب

 

 ( )
  

 

(    )(    ) (    )
  

                                                              
 

(    )(    ) (      )
(    ∫        ) 

 ۔وری اص  تکملہ حاصل ہو جاتا ہےضرآگے بڑھنے پر  طرز پراسی 

 دوسرا طریقہ:

 

 ( )
  

 

(    )(    ) (    )
  

 کی مدد سے (Partial Fractions) جزوی کسروں 
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 ( )
  {

  
(    )

 
  

(    )
   

  
(    )

}   

                                                                   
   ∫            

   ∫              
   ∫         

 جو کہ ضروری اص  تکملہ ہے۔

۔ مساوات 0مثاك

   
   
  

  
  
 ۔وکو حل کر         

 طریقہ سے بھی لکھ سکتے ہیںحل۔ اس مساوات کو ہم درجہ ذیل 

(       )      

( )  یہاں         اور          

 درجہ ذیل ہے  (Auxiliary Equation)مساوات معاوممساوات ے  لیے  اس

          

                                                              (   )(   )    

                                                                                               

 درجہ ذیل ہوگا  (Complementary Function)تفاعل  میتماا لیے  ے     (       )اس لیے دی ئی   مساوات

        
      

  
 

 ہیں کہ۔ ہم جانتے  اب ہم اص  تکملہ حاصل کریں گے

     
 

 ( )
  

                                                                                    
 

       
    

                                                                                    
 

(   )(   )
    

کہ ہیں  ہم جانتے

 

   
 اس لیے        ∫     

                                                                                
 

(   )
{   ∫         } 
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(   )
{   ∫    } 

                                                                                    
 

(   )
*     + 

                                                                                    
 

(   )
    

                                                                                       ∫          

                                                                                       ∫      

                                                                            
 

 
    

 ل حل درجہ طریقہ سے حاصل ہوگاتفرقی مساوات کا عا ئی  اس لیے دی

            

                                                                                 
      

   
 

 
    

۔ مساوات 2مثاك

   
   
 
  
  
 ۔یںکو حل کر        

 طریقہ سے بھی لکھ سکتے ہیںحل۔ اس مساوات کو ہم درجہ ذیل 

(      )     

( )  یہاں        اور         

 درجہ ذیل ہوگی  (Auxiliary Equation)مساوات معاوممساوات ے  لیے  اس

         

                                                             (   )(   )    

                                                                                                

 درجہ ذیل ہوگا ( Complementary Function)تفاعل  اتمامی لیے  ے     (      )اس لیے دی ئی   مساوات
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 ہیں کہ۔ ہم جانتے  اب ہم اص  تکملہ حاصل کریں گے

     
 

 ( )
  

                                                                                    
 

      
    

                                                                                    
 

(   )(   )
    

کہ ہیں  ہم جانتے

 

   
 اس لیے        ∫     

                                                                                
 

(   )
{  ∫       } 

                                                                                    
 

(   )
   {      ∫(      )   } 

                                                                                    
 

(   )
   (         ) 

                                                                                     
 

(   )
 (   ) 

                                                                                          ∫(   )       

                                                                                          ,(   )
   

 
 ∫

   

 
  - 

                                                                                          ,(   )
   

 
 
   

 
- 

                                                                                          
   

 
{(   )  

 

 
} 

                                                                             (  
 

 
) 

 ل حل ہوگاتفرقی مساوات کا عا ئی  اس لیے دی

            

                                                                                 
     

    (  
 

 
) 
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۔ مساوات 3مثاك

   
   

 ۔وکر معلول  حل کا         

 حل۔ اس مساوات کو ہم درجہ ذیل طریقہ سے بھی لکھ سکتے ہیں

(    )       

( )  یہاں          اور       

 درجہ ذیل ہوگی  (Auxiliary Equation)مساوات معاوممساوات ے  لیے  اس

       

                                                                                        

 درجہ ذیل ہوگا ( Complementary Function)تفاعل  اتمامی لیے  ے     (    )اس لیے دی ئی   مساوات

                   

 ۔ ہم جانتے  ہیں کہاب ہم اص  تکملہ حاصل کریں گے

     
 

 ( )
  

                                                                                    
 

    
     

                                                                                    
 

(   )(   )
     

                                                                                    
 

  
[

 

(   )
 

 

(   ) 
]      

                                                                                    
 

  
[

 

(   )
     

 

(   ) 
    ] 

کہ ہیں  ہم جانتے

 

   
 اس لیے        ∫     

                                                
 

  
[   ∫    (    )        ∫    (   )   ] 

                                                    
 

  
*   ∫

(          )

    
       ∫

(          )

    
  + 
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[   ∫(       )        ∫(       )   ] 

                                                    
 

  
[   (          )      (          )] 

                                                    
 

  
[ (        )          (        )] 

                                                     (
        

  
)         (

        

 
) 

                                                             

 ل حل ہوگااس لیے عا

            

                                                                                                              

۔ مساوات 4مثاك

   
   

  
  

  
 ۔وکرمعلول  حل  کا       

  ہیںلکھتےحل۔ اس مساوات کو درجہ ذیل طریقہ سے 

(       )     

( )  یہاں        اور          

 درجہ ذیل ہوگی  (Auxiliary Equation)مساوات معاوممساوات ے  لیے  اس

          

                                                              (   )(   )    

                                                                                               

 درجہ ذیل ہوگا ( Complementary Function)تفاعل  اتمامی لیے  ے     (       )اس لیے دی ئی   مساوات

     (      ) 
 

 

 ۔ ہم جانتے  ہیں کہاب ہم اص  تکملہ حاصل کریں گے

     
 

 ( )
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(   )(   )
   

کہ ہیں  ہم جانتے

 

   
 اس لیے        ∫     

                                                                                
 

(   )
{  ∫       } 

                                                                                    
 

(   )
{  ∫   } 

                                                                                    
 

(   )
    

                                                                                      ∫         

                                                                                      ∫    

                                                                            
  

 
   

 ل حل ہوگااس لیے عا

                                                                                           

                                                                                   (      ) 
  

  

 
   

 (     ( )  Particular Integral of)اص  تکملہ کا      ( )  10.3

( ) جب  .0    

 ہم حاصل کرتے ہیں کی مدد سے (Successive Differentiation) تفرقترمتوا

          

       (    )   (    )        
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 اس سے یہ ظاہر ہوتا ہے کہ

 ( )     ( )    

عامل 

 

 ( )
 کی مدد سے دونوں  طرف عمل کرنے پر 

 

 ( )
* ( )   +  

 

 ( )
* ( )   + 

                                                                               
 

 ( )
* ( )   + 

                                                                 
 

 ( )
    

 

 ( )
    

( )  جب .2    

( ) اگر   ہوگا۔ مام لیجیے کہ   (   )جز ضربی کا ایک  ( )  ، تب   

 ( )  (   )  ( ) 

( ) کہ   جب  ، تب  

 

 ( )
    

 

(   )  ( )
    

                                                                              
 

(   ) 
 
 

 ( )
    

                                                                              
 

 ( )
 
  

  
    

( ) اس لیے جب     تب،   

 

 ( )
    

 

 ( )
 
  

  
 ہوگا۔    

 ۔اب ہم کچھ مثالوں  کی مدد سے اوپر دیے گیے طریقہ کو سمجھتے ہیں

۔ مساوات 0مثاك

   
   

  
  

  
 ۔وکر معلول حل کا          

 حل۔ اس مساوات کو ہم درجہ ذیل طریقہ سے بھی لکھ سکتے ہیں

(       )       

                                                               (   )        

( )  یہاں          اور   (   ) 
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 درجہ ذیل ہوگی  (Auxiliary Equation)مساوات معاوممساوات ے  لیے  اس

                                                                            (   )    

                                                                                                

 درجہ ذیل ہوگا ( Complementary Function)تفاعل  اتمامی لیے  ے      (   )اس لیے دی ئی   مساوات

     (      ) 
  

 

 ۔ ہم جانتے  ہیں کہاب ہم اص  تکملہ حاصل کریں گے

     
 

 ( )
  

                                                                                    
 

(   ) 
     

( ) جب  ہم جانتے  ہیں کہ تب ،   

 

 ( )
    

 

 ( )
 اس لیے،    

                                                                                
 

(   ) 
     

                                                                                 

 درجہ طریقہ سے حاصل ہوگال حل تفرقی مساوات کا عائی  اس لیے دی 

            

                                                                              (      ) 
        

۔ مساوات 2مثاك

   
   

  
  

  
 ۔وکو حل کر         

 سے بھی لکھ سکتے ہیں ۔ اس مساوات کو ہم درجہ ذیل طریقےحل

(       )      

                                                             (   )(   )      

( )  یہاں         اور          

 درجہ ذیل ہوگی  (Auxiliary Equation)مساوات معاوممساوات ے  لیے  اس

                                                                (   )(   )    
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 درجہ ذیل ہوگا ( Complementary Function)تفاعل  اتمامی لیے  ے     (       )اس لیے دی ئی   مساوات

        
     

  
 

 جانتے  ہیں کہ ۔ ہماب ہم اص  تکملہ حاصل کریں گے

     
 

 ( )
  

                                                                                    
 

(   )(   )
    

( ) جب  ہم جانتے  ہیں کہ تب ،   

 

 ( )
    

 

 ( )
 اس لیے،    

                                                                                
 

(   )(   )
    

                                                                            
 

  
    

 ل حل درجہ طریقہ سے حاصل ہوگاتفرقی مساوات کا عا ئی  اس لیے دی

                                                                                           

                                                                                      
     

   
 

  
    

۔ مساوات 3مثاك

   
   

   
  

  
 ۔کو حل کریں          

 حل۔ اس مساوات کو ہم درجہ ذیل طریقہ سے بھی لکھ سکتے ہیں

(         )      

                                                                            (   )       

( )  یہاں         اور   (   ) 

 درجہ ذیل ہوگی  (Auxiliary Equation)مساوات معاوممساوات ے  لیے  اس

                                                                            (   )    
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 درجہ ذیل ہوگا ( Complementary Function)تفاعل  اتمامی لیے  ے      (   )اس لیے دی ئی   مساوات

     (      ) 
  

 

 ہم جانتے  ہیں کہ

     
 

 ( )
  

                                                                                    
 

(   ) 
    

( ) جب   ہم جانتے  ہیں کہ   تب،   

 

 ( )
    

 

 ( )
 
  

  
( )  کہ  جب،      اس لیے  

                                                                                
  

  
    

                                                                            
  

 
    

 ل حل ہوگااس لیے عا

            

                                                                              (      ) 
   

  

 
    

۔ مساوات 4مثاك

   
   

  
  

  
 ۔وکر معلول حل کا          

 حل۔ اس مساوات کو ہم درجہ ذیل طریقہ سے بھی لکھ سکتے ہیں

(       )       

                                                             (   )(   )       

( )  یہاں          اور          

 درجہ ذیل ہوگی  (Auxiliary Equation)مساوات معاوممساوات ے  لیے  اس

                                                                (   )(   )    
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 درجہ ذیل ہوگا ( Complementary Function)تفاعل  اتمامی لیے  ے     (       )اس لیے دی ئی   مساوات

        
     

  
 

 ہیں کہ۔ ہم جانتے  اب ہم اص  تکملہ حاصل کریں گے

     
 

 ( )
  

                                                                                    
 

(   )(   )
     

( )  چوں  کہ  اس لیے،   

                                                                                
 

(   )(   )
     

                                                                                    
 

(   ) 
    

                                                                                    
  

  
         

 سے حاصل ہوگا ذیل طریقہ ل حل درجہتفرقی مساوات کا عا ئی  اس لیے دی

                                                                                            

                                                                                        
     

        

۔ مساوات 5مثاك

   

   
   

   

   
 ۔وکو حل کر            

 حل۔ اس مساوات کو ہم درجہ ذیل طریقہ سے بھی لکھ سکتے ہیں

(          )        

                                                          (    )(    )        

( )  یہاں           اور             

 درجہ ذیل ہوگی  (Auxiliary Equation)مساوات معاوممساوات ے  لیے  اس

                                                             (    )(    )    

                                                                                                 



197 

 

                                                                                                    

 درجہ ذیل ہوگا ( Complementary Function)تفاعل  اتمامی لیے  ے     (          )اس لیے دی ئی   مساوات

     (      ) 
   (      ) 

   
 

 ۔ ہم جانتے  ہیں کہحاصل کریں گےاب ہم اص  تکملہ 

     
 

 ( )
  

                                                                                    
 

(    )(    )
      

                                                                                    
 

(   ) (   ) 
      

( )  چوں  کہ  اس لیے،   

                                                                                
 

(   ) (   ) 
      

                                                                                    
 

(   ) 
    

                                                                                    
  

  
    

 سے حاصل ہوگا طریقے ذیل ل حل درجہتفرقی مساوات کا عا ئی  اس لیے دی

            

                                                                              (      ) 
   (      ) 

    
  

  
     

 

 

 اص  تکملہکا         ( ) ( یا      ) 10.4

(Particular Integral of  ( )       (یا      )) 
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 ہم حاصل کرتے ہیں کی مدد سے (Successive Differentiation) تفرقمتواتر

                                

                             (      )   (      )           

                                 (       )   (        )           

                             (       )   (        )          

                                              

                                             

                                            

                                        (   )       

 سے ظاہر کرتے ہیں ۔ تب   (  )  کی صرف جفت قوت   میں موجود ہوں  تب اسے  اگر  اس سے یہ ظاہر ہوتا ہے کہ

 (  )        (   )       

عامل 

 

 (  )
 کی مدد سے دونوں  طرف عمل کرنے پر 

 

 (  )
* (  )      +  

 

 (  )
* (   )      + 

                                                                    (   ) {
 

 (  )
     } 

                                                
 

 (  )
      

 

 (   )
      

 اسی طرح

                                                
 

 (  )
      

 

 (   )
      

(   ) اگر   نوٹ:  ۔اوپر دیا گیا طریقہ ناکال ہو جاتا ہے   

 اب  ہم کچھ مثالوں  کی مدد سے اوپر دیے گیے طریقہ کو سمجھتے ہیں۔

۔ مساوات 0مثاك

   
   

 ۔کا حل معلول کرو           

 سے بھی لکھ سکتے ہیں حل۔ اس مساوات کو ہم درجہ ذیل طریقے

(    )        

( )  یہاں           اور       

 درجہ ذیل ہوگی  (Auxiliary Equation)مساوات معاوممساوات ے  لیے  اس
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 درجہ ذیل ہوگا ( Complementary Function)تفاعل  اتمامی لیے  ے     (    )اس لیے دی ئی   مساوات

                     

 ہم جانتے  ہیں کہ

     
 

 ( )
  

                                                                                    
 

    
      

کہ ہیں  ہم جانتے

 

 (  )
      

 

 (   )
 اس لیے      

                                                                                
 

    
      

                                                                                    
 

  
      

 ل حل ہوگااس لیے عا

                                                                                            

                                                                                                    
 

 
      

۔ مساوات 2مثاك

   
   

 ۔وکو حل کر          

 سے بھی لکھ سکتے ہیں ۔ اس مساوات کو ہم درجہ ذیل طریقےحل

(    )        

( )  یہاں           اور       

 درجہ ذیل ہوگی  (Auxiliary Equation)مساوات معاوممساوات ے  لیے  اس

       

                                                                                        

 درجہ ذیل ہوگا ( Complementary Function)تفاعل  اتمامی لیے  ے     (    )اس لیے دی ئی   مساوات



200 

 

                   

 ہم جانتے  ہیں کہ

     
 

 ( )
  

                                                                                    
 

    
      

کہ ہیں  ہم جانتے

 

 (  )
      

 

 (   )
 اس لیے      

                                                                                
 

    
      

                                                                                    
 

  
      

 ل حل ہوگااس لیے عا

                                                                                            

                                                                                                  
 

 
      

۔ مساوات 3مثاك

   
   

  
  

  
 ۔یںکو حل کر                

 سے بھی لکھ سکتے ہیں طریقے۔ اس مساوات کو ہم درجہ ذیل حل

(       )             

                                                             (   )(   )             

( )  یہاں                اور          

 درجہ ذیل ہوگی  (Auxiliary Equation)مساوات معاوممساوات ے  لیے  اس

                                                                (   )(   )    

                                                                                                   

 درجہ ذیل ہوگا ( Complementary Function)تفاعل  اتمامی لیے  ے     (       )اس لیے دی ئی   مساوات
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 ۔ ہم جانتے  ہیں کہاب ہم اص  تکملہ حاصل کریں گے

                                                                           
 

 ( )
  

                                                                               
 

       
(          ) 

                                                                               (
 

       
     

 

       
     ) 

                                                                               (
 

        
     

 

 ( )      
     ) 

                                                                               ( 
 

 
    

 

  (   )
     ) 

                                                                               ( 
 

 
    

 

 

(   )

(   )(   )
    ) 

                                                                               ( 
 

 
    

 

 

(   )

(    )
    ) 

                                                                               ( 
 

 
    

 

 

(   )

( ( )   )
    ) 

                                                                               ( 
 

 
    

 

  
(   )     ) 

                                                                                
 

 
    

 

  
(
 

  
          ) 

                                                                                
 

 
    

 

  
(          ) 

 سے حاصل ہوگا طریقے ذیل ل حل درجہاس لیے دی تفرقی مساوات کا عا

            

                                                                                  
      

   
 

 
    

 

  
(          ) 

 (    ( )  Particular Integral of) اص  تکملہکا     ( )  10.5

 

 ( )
 کرنے ے  لیے درجہ ذیل طریقہ استعماك کرتے ہیں کو حاصل  
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ر میں سے سب سے کم درجہ کی رکن کو باہر لیتے ہیں تاکہ ( ) ہم  .0

 

یےٹ

 

من

 میں ذیل وررت بن جایے (Denominator)ڈنو

 ہے۔ (Positive Integer)صحیح اعداد  ایک مثبت    جہاں   ،  -( )   ,یا   -( )   , 

 یا  -( )   ,میں لے جاتے ہیں جو کہ ذیل وررت میں ہوگا  (Numerator)ضربی کو نیومریٹر  اب اس جز .2

  ,   ( )-   

 ۔کی توسیع کرتے ہیں  -( )   ,کی مدد سے  (Binomial Theorem)اب دورکنی قضیہ .3

 ہم جانتے ہیں کہ

(   )       
 (   )

  
   

 (   )(   )

  
     

 : ذیل ہیںسوالوں  کو آسانی ے  ساتھ حل کرنے ے  لیے کچھ ضابتے

0. (   )               

2. (   )               

3. (   )                  

4. (   )                  

کبھی  تک ہی توسیع کرتے ہیں۔    کو    -( )   ,ے  مشتق صفر ہو جاتے ہیں، اس لیے  رتبہسے زیادہ  mے  سبھی     چوں  کہ

 کبھی 

 

 ( )
کی گھٹتی ہوئی قوت میں توسیع کرنے ے     وں  میں تبدیل کراص  تکملہ حاصل کیا جاسکتا ہے۔ اس ے   ہر ایک جز کو کو  جزوی کسر 

 بعد اوپر دیے گیے طریقہ ے  مطابق اص  تکملہ  حاصل کر لیتے ہیں۔

۔ مساوات 0مثاك

   
   

 ۔وکو حل کر        

 سے بھی لکھ سکتے ہیں حل۔ اس مساوات کو ہم درجہ ذیل طریقے

(    )     

( )  یہاں        اور       

 درجہ ذیل ہوگی  (Auxiliary Equation)مساوات معاوممساوات ے  لیے  اس

       

                                                                                        

 درجہ ذیل ہوگا ( Complementary Function)تفاعل  اتمامی لیے  ے     (    )اس لیے دی ئی   مساوات
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 ہم جانتے  ہیں کہ

     
 

 ( )
  

                                                                                    
 

    
   

                                                                                     
 

 

 

(  
  

 )
   

                                                                                     
 

 
(  

  

 
)

  

   

 ہوگا کی مدد سےہمیں حاصل  (Binomial Theorem)دو رکنی قضیہ

                                                                                     
 

 
{  

  

 
 (

  

 
)

 

  }   

                                                                                     
 

 
,   

    

 
 
    

  
  - 

                                                                                     
 

 
{   

 

 
    } 

                                                                                     
 

 
(     ) 

 اس لیے دی ئی  مساوات کا عال حل ہوگا

                                                                                            

                                                                                       
       

   
 

 
(     ) 

۔ مساوات 2مثاك

   
   

 
  

  
 ۔یںکر معلول حل کا            

 سے بھی لکھ سکتے ہیں حل۔ اس مساوات کو ہم درجہ ذیل طریقے

(      )         
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( )  یہاں            اور         

 درجہ ذیل ہوگی  (Auxiliary Equation)مساوات معاوممساوات ے  لیے  اس

         

                                                             (   )(   )    

 

                                                                                          

 درجہ ذیل ہوگا ( Complementary Function)تفاعل  اتمامی لیے  ے     (      )اس لیے دی ئی   مساوات

        
     

   
 

 ہم جانتے  ہیں کہ

                                         
 

 ( )
  

                                            
 

      
(      ) 

                                            
 

      
  

 

      
     

                                             
 

 

 

(  
    
 )

  
 

 ( )     
     

                                             
 

 
(  

    

 
)

  

  
 

   
     

                                             
 

 
{  

    

 
 (

    

 
)

 

  }  
   

(   )(   )
     

                                             
 

 
{  

    

 
  (

    

 
)

 

   }  
   

    
     

                                             
 

 
(  

   

 
    )  

   

 ( )   
     

                                             
 

 
(    )  

 

  
(           ) 
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(    )  

 

  
(          ) 

 اس لیے دی ئی  مساوات کا عال حل ہوگا

                                                                                            

                                               
     

    
 

 
(    )  

 

  
(          ) 

۔ مساوات 3مثاك

   
   

 
  

  
 ۔وکو حل کر           

 سے بھی لکھ سکتے ہیںاس مساوات کو ہم درجہ ذیل طریقے  حل۔

(      )         

( )  یہاں            اور         

 درجہ ذیل ہوگی  (Auxiliary Equation)مساوات معاوممساوات ے  لیے  اس

         

                                                                                          
   √   

 
 

                                                                                                   
 

 
 
√ 

 
  

 درجہ ذیل ہوگا ( Complementary Function)تفاعل  اتمامی لیے  ے     (      )اس لیے دی ئی   مساوات

       
 
 
 (     

√ 

 
       

√ 

 
 ) 

 ہم جانتے  ہیں کہ

                               
 

 ( )
  

                                   
 

      
(      ) 

                                   
 

(      )
(      ) 
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                                   *  (    )+  (      ) 

                                   ,  (    )  *(    )+  *(    )+   -(      ) 

                                   (                                )(      ) 

                                   *        (      )    (      )+ 

                                   *              (   )+ 

                                              

 اس لیے دی ئی  مساوات کا عال حل ہوگا

                                          

                                     
 
 
 (     

√ 

 
       

√ 

 
 )             

۔ مساوات 4مثاك

   
   

 
   
   

 ۔کو حل کریں    

 سے بھی لکھ سکتے ہیں حل۔ اس مساوات کو ہم درجہ ذیل طریقے

(     )    

( )  یہاں       اور        

 درجہ ذیل ہوگی  (Auxiliary Equation)مساوات معاوممساوات ے  لیے  اس

        

                                                                   (    )    

                                                                                                

 درجہ ذیل ہوگا ( Complementary Function)تفاعل  اتمامی لیے  ے     (     )اس لیے دی ئی   مساوات

                                                                                         (      ) 
  (   

     
  ) 

                                                                                                     (   
     

  ) 

 ہم جانتے  ہیں کہ

                                                                                          
 

 ( )
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(

 

    
)    

                                                                                               
 

  
,    -     

                                                                                               
 

  
,  (  )   -   

                                                                                               
 

  
(         ) 

                                                                                               
 

  
(     ) 

                                                                                               
 

 
∫    

                                                                                                ∫    

                                                                                                
  

 
 

                                                                                                   

 اس لیے دی ئی  مساوات کا عال حل ہوگا

                                                                                                     

                                                                                                     (   
     

  )      

 (       ( )  Particular Integral of) اص  تکملہکا        ( )  10.6

 ہم حاصل کرتے ہیں کی مدد سے (Successive Differentiation) تفرقمتواتر۔ ہے  عل تفا کا کوئی    لیجیے کہ مما

                                                       (     )                

                                                                               (   )  

  (     )   *   (   ) + 
                                                                                 (   )      (   )  

                                                                               (   )   

    (     )   *   (   )  + 
                                                                                 (   )       (   )   

                                                                               (   )   
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  (     )     (   )       

 

   پر پہنچتے ہیں کہ  ہم اس نتیجہ اس سے

 ………..(1)    ( )           (   )  

 اس لیےکا ایک تفاعل ہوگا۔ بھی   ہے، تب    کا  تفاعل      چوں  کہ تب    (   ) مام لیجیے کہ  

  
 

 (   )
  

 سے (0)، مساوات  اس لیے 

 ( )   
 

 (   )
       (   )

 

 (   )
        

عامل 

 

 ( )
 کی مدد سے دونوں  طرف عمل کرنے پر 

 

 ( )
      

 

 ( )
{ ( )   

 

 (   )
 } 

                                           
 

 ( )
         

 

 (   )
  

 ۔وکو حل کر          (   )۔ مساوات 0مثاك

 ہےمساوات  دی ئی حل۔ 

(   )         

( )  یہاں           اور   (   ) 

 درجہ ذیل ہوگی  (Auxiliary Equation)مساوات معاوممساوات ے  لیے  اس

(   )    

                                                                                           

 درجہ ذیل ہوگا ( Complementary Function)تفاعل  اتمامی لیے  ے     (    )اس لیے دی ئی   مساوات

     (          
 )    

 ہم جانتے  ہیں کہ
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 ( )
  

                                                                                    
 

(   ) 
      

ہم جانتے ہیں کہ  

 

 ( )
         

 

 (   )
 اس لیے  

                                                                                       
 

(     ) 
   

                                                                                       
 

  
   

                                                                                       ∫∫∫     

                                                                                       ∫∫
  

 
   

                                                                                       ∫
  

  
   

                                                                                       
  

  
 

 اس لیے دی ئی  مساوات کا عال حل ہوگا

                                                                                            

                                                                                     (          
 )    

 

  
      

۔ مساوات 2مثاك

   
   

  
  

  
 ۔کا حل معلول کرو             

 حل۔ دی ئی  مساوات ہے

(       )          

( )  یہاں  ور            اور            ہے۔    ا

 درجہ ذیل ہوگی  (Auxiliary Equation)مساوات معاوممساوات ے  لیے  اس

(       )    
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  √    

 
 

                                                                                          

 درجہ ذیل ہوگا ( Complementary Function)تفاعل  اتمامی لیے  ے     (       )اس لیے دی ئی   مساوات

       (               ) 

 ہم جانتے  ہیں کہ

     
 

 ( )
  

                                                                                    
 

       
        

ہم جانتے ہیں کہ  

 

 ( )
         

 

 (   )
 اس لیے  

                                                                                   
 

(   )   (   )   
     

                                                                                       
 

       
     

 نے پردرج کر  ( ) کی جگہ   

                                                                                       
 

 ( )      
     

                                                                                    
 

 
   

   

(   )(   )
     

                                                                                    
 

 
   

   

(    )
     

 پر نےدرج کر  ( ) کی جگہ   

                                                                                    
 

 
   

   

 ( )   
     

                                                                                     
 

  
   (           ) 

                                                                                     
 

  
   (          ) 
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 اس لیے دی ئی  مساوات کا عال حل ہوگا

                                                                                  

                                                                            (               )  
 

  
   (          ) 

۔ مساوات 3مثاك

   
   

  
  

  
 ۔وحل کرکو           

 حل۔ دی ئی  مساوات ہے

(       )        

( )  یہاں           اور          

 درجہ ذیل ہوگی  (Auxiliary Equation)مساوات معاوممساوات ے  لیے  اس

(       )    

                                                                                                   

 درجہ ذیل ہوگا ( Complementary Function)تفاعل  اتمامی لیے  ے     (       )اس لیے دی ئی   مساوات

     (      ) 
  

 

 ہم جانتے  ہیں کہ

                                              
 

 ( )
  

                                                  
 

       
      

کا خیالی حصہ                                                  
 

(   ) 
     

   کا خیالی حصہ                                                  
 

(     ) 
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)   کا خیالی حصہ                                                  
 

   
)
 

{
 

.  
 
   /

 }  

   کا خیالی حصہ                                                  
 

  
(  

 

   
)
  

  

   کا خیالی حصہ                                                  
 

   
(  

  

   
 

   

(   ) 
  )  

   کا خیالی حصہ                                                       -      ,
  

 
 .  

   

   
 

    

(   ) 
  / 

   کا خیالی حصہ                                                  
  

 
 (  

 

   
  ) 

   کا خیالی حصہ                                                  
  

 
 (  

 (   )

    
) 

   کا خیالی حصہ                                                      -      ,
  

 
* (   )   + 

کا خیالی حصہ                                                  
  

 
(          )* (   )   + 

کا خیالی حصہ                                                  
  

 
,*      (   )     +   *(   )          +- 

                                                  
  

 
*(   )          + 

                                                  
 

 
*(   )          + 

 اس لیے دی ئی  مساوات کا عال حل ہوگا

                                                          

                                                  (      ) 
   

 

 
*(   )          + 

 (Learning Outcomes)ئجاکتسابی نتا 10.7

 دو طریقوں  سے حاصل کیا جا سکتا ہے: تکملہاص  کا    ( ) کسی تفرقی مساوات 

( ) مام لیجیے کہ .0  تکملہتب اص       

 

   
     ∫        
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( ) مام لیجیے کہ .2  تب اص  حل (    ) (    )(    ) 

 

(    )(    ) (    )
  

 

(    )(    ) (      )
    ∫         

 حاصل ہو جتا ہے۔ تکملہاسی انداز میں آگے بڑھنے پر ضروری اص  

 حاصل کر سکتے ہیں تکملہاوپر دی ئی  وررت میں ہم درجہ ذیل طریقہ سے بھی دی تفرقی مساوات کا اص  

 

(    )(    ) (    )
  {

  
    

 
  

    
   

  
    

}   

                           {   
   ∫            

   ∫              
   ∫        } 

ور         جب .3 ( )  ا  تب اص  حل ،  

 

 ( )
    

 

 ( )
    

ور        اگر  ( )  ا  ، تب ہم مام لیتے ہیں کہہوگا    کا ایک جزو ضربی   ( )  ہے، تب  

 ( )  (   )  ( ) 

( )  جہاں   تب اص  حل ،  

 

 ( )
    

 

 ( )
 
  

  
    

 تب اص  حل ،         جب .4

 سے ظاہر کرتے ہیں تب  (  ) میں موجود ہوں  تو اسے  ( ) کی صرف جفت قوت     اگر

 

 (  )
      

 

 (   )
      

 اور اسی طرح

 

 (  )
      

 

 (   )
      

 ہو   کا تفاعل   کہ جب،        جب  .5

 

 ( )
         

 

 (   )
  

 (Key Words)کلیدی الفاظ 10.8
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 عامل،عملمساوات،  معاومتفاعل،  اتمامیاص  حل، 

 (Model Examination Questions)سوالاتنمونہ امتحانی  10.9

  (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات ے  حامل سوالات   10.9.1

مساوات  .1

   
   

  
  

  
 ۔مساوات لکھو معاوم کا          

مساوات  .2

   
   

 ۔تفاعل لکھو اتمامیے  لیے           

 لکھو۔کا عال ضابطہ تفاعل  اتمامیاگر کسی تفرقی مساوات ے  سبھی روٹس الگ الگ ہوں  تو ام ے  لیے  .3

 تفاعل کا عال ضابطہ لکھو۔ اتمامیتفرقی مساوات ے  سبھی روٹس برابر  ہوں  تو ام ے  لیے  تین کی  رتبہاگر  .4

𝛼دو کی تفرقی مساوات ے  روٹس رتبہاگر  .5  تفاعل کا عال ضابطہ لکھو۔ اتمامیہوں  تو ام ے  لیے      

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات ے  حامل سوالات    10.9.2

 :وکر معلول حل درجہ ذیل تفرقی مساوات کا مناسب طریقہ سےکسی 

1. 
   
   

          

2. 
   
   

           

3. 
   
   

           

4. 
   
   

      

5. 
   
   

           

6. 
   
   

          

7. 
   
   

          

8. 
   
   

  
  

  
        

9. 
   
   

  
  

  
        

11. 
   
   
.
  

  
  / .

  

  
  /

 

       

11.  
   

   
 
  

  
         

12. 
   

   
 
  

  
       

13. 
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14. 
   

   
              

15. 
   

   
 
   

   
 
  

  
           

16. 
   
   

  
  

  
          

17. 
   
   

           

18. 
   
   

  
  

  
          

19. 
   
   

             

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات ے  حامل سوالات   10.9.3

1. 
   

   
  

  

  
( ) کہ دیا ہے  کو حل کرو جب                .اور   

  

  
/
   

   

2. 
   
   

  
  

  
( ) کہ دیا ہے  کو حل کرو جب             .اور   

  

  
/
   

    

3. 
   
   

 ۔کو حل کرو             

4. 
   
   

 
  

  
 ۔کو حل کرو        

5. 
   
   

  
   
   

  
  

  
 ۔کو حل کرو      

6. 
   
   

  
  

  
 ۔کو حل کرو       

7. 
   
   

  
  

  
 ۔کو حل کرو        

8. 
   
   

 
   
   

  
  

  
 ۔کو حل کرو       

9. 
   
   

  
   
   

 
  

  
 ۔کو حل کرو           

11. 
   
   

  
  

  
 ۔کو حل کرو           

11. 
   

   
  

  

  
( ) کہ دیا ہے  کو حل کرو جب        .اور   

  

  
/
   

   

12. 
   
   

  
  

  
 ۔کو حل کرو            

13. 
   
   

  
  

  
 ۔کو حل کرو       

14. 
   
   

  
  

  
 ۔کو حل کرو          

15. 
   
   

 
  

  
 ۔کروکو حل        

16. 
   
   

 ۔کو حل کرو           

17. 
   
   

  
  

  
 ۔کو حل کرو         

18. 
   
   

  
   
   

  
  

  
 ۔کو حل کرو          



216 

 

19. 
   
   

 ۔کو حل کرو        

21. 
   
   

  
  

  
 ۔کو حل کرو            

21. 
   
   

  
   
   

 ۔کو حل کرو           

22. 
   
   

  
  

  
 ۔کو حل کرو                  

23. 
   
   

  
  

  
 ۔کو حل کرو           

24. 
   
   

 ۔کو حل کرو          

25. 
   
   

  
  

  
 ۔کو حل کرو  (   )       

26. 
   
   

 ۔کو حل کرو          

27. 
   
   

  
  

  
 ۔کو حل کرو  (   )        

28. 
   
   

  
  

  
 ۔کو حل کرو           

29. 
   
   

  
  

  
 ۔کو حل کرو           

31. 
   
   

  
  

  
 ۔کو حل کرو           

 جوابات:

  جوابات ے   سوالات معروضی   10.9.1

1.           

2.                 

3.      
       

         
   

 

4.   (          
 )    

5.      (               ) 

 ے   جوابات مختصر جوابات ے  حامل سوالات    10.9.2

 کسی مناسب طریقہ سے درجہ ذیل تفرقی مساوات کا حل معلول کرو:

1.                 
 

 
       

2.                   
 

 
      

 

  
        (     ) 

3.                   
 

 
        |   .  

 

 
/|  

4.      
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5.                   
 

 
      

 

 
        (     )  

6.                        |   .
 

 
 
 

 
/|     

7.                 
 

 
       

8.      
      

      

9.   .       
  

 
/     

11.   (      
      ) 

   (          
 )         

11.      
 
 

 
     

   
 

  
     

12.     
 

 
 .     

√ 

 
       

√ 

 
 /      

13.      
       

      

14.      
      

       

15.      
   (      ) 

   (            ) 

16.   (      ) 
   

 

 
      

17.      
      

                      

18.      
     

   
 

   
(             ) 

19.                           

 ے  جوابات طویل جوابات ے  حامل سوالات   10.9.3

1.   
 

 
         

 

 
               

2.   
 

  
0    .        

 

 
     /  (             )1 

3.      
      (     √        √  )  

 

 
(      ) 

4.      
      

    .  
 

 
/ 

5.         
      

    
  

 
 
   

 
 
  

 
  

6.      
      

   
 

 
.  

 

 
/  

7.      (             )       

8.         
      

    
 

 
.
  

 
 
  

 
 
   

  
/  

9.      (      ) 
   

 

  
    

  

 
 
   

 
    

11.      
     

            

11.                  

12.      
       

   
 

   
   (            )  

13.      
      

       

14.   (      ) 
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15.      
       

  
 

 
     

16.      
      

  
 

  
  (             ) 

17.   (      ) 
  

 

 
   (        ) 

18.   (          
 )    

 

 
       

19.      
      

     (    )  

21.      (     √        √  )  
 

  
  (             ) 

21.      
  (      ) 

    
 

  
(     )     

22.      
      

  
 

 
  (           )  

 

  
(            ) 

23.     (     √        √  )  
 

 
       

24.                   
 

 
(             ) 

25.      
       

      
   .

 

  
 

  

   
/      

26.      
      

                
 

 
.
  

 
 
  

 
/      

 

 
       

27.      
       

   
   

  
(     )  

28.      
     

   
 

  
(           )  

 

  
.       

 

 
     /  

29.     (     √        √  )  
 

 
       

31.   (      ) 
     (            )  

 

 (Suggested Books for Further Readings)کتابیں کردہ ے  لیے تجویز مزید مطالعے 10.10

1. Text Book of Differential Equations, Khalil Ahmad, Real World Education Publishers, 

New Delhi 

2. Ordinary and Partial Differential Equations-   Rai Singhania, S.Chand & Co.,  New Delhi 

3. A Text Book of B.Sc. (Mathematics), Volume –I , V. Venkateshwara Rao and others, S. 

Chand & Company 
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 متجانس خطی تفرقی مساواتیں متغیر ضریب کی ۔11 اکائی

(Homogeneous Linear Differential Equations with Variable Coefficients) 

 کے اجزا اکائی

 تمہید    11.0

 مقاصد   11.1

 متجانس خطی تفرقی مساواتیں متغیر ضریب کی   11.2

 ےعملی قاعدکےحل متجانس خطی تفرقی مساوات کے  متغیر ضریب کی 11.2.1 

 پزیر مساواتیں تحویلمتجانس خطی تفرقی مساوات میں  متغیر ضریب کی 11.2.2 

 ئجاکتسابی نتا   11.3

 کلیدی الفاظ   11.4

 نمونہ امتحانی سوالات   11.5

  معروضی جوابات کے حامل سوالات 11.5.1 

 مختصر جوابات کے حامل سوالات 11.5.2 

 طویل جوابات کے حامل سوالات 11.5.3 

 کتابیںکردہ  تجویزلعے  کے یےمزید مطا   11.6
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 (Introduction)تمہید  11.0

متجانس تفرقی  مساوات کو حل کرنے کے  کچھ طریقوں کو سمجھیں گے۔ اس کے یے ہم غیر تابع  کیضریب ہم متغیر اس اکائی میں  

اور ،     مان لیتے ہیں کہ   یےاس کے ۔تے ہیںیل کرتبدکی رکن   میں   دوسرے متغیر  کو  متغیر 

 

  
 تب، رکھیں   کی جگہ 

                                                            
  

  
      

                                                              
  

  
 
  

  
 
  

  
  

  

  
 

 اسی طرح

                                                             
   

   
 
 

  
(
  

  
) 

                                                                   
 

  
( 
  

  
)
  

  
 

                                                                   , 
   

   
 
  

  
-   

                                                                   ,  
   

   
  

  

  
- 

                                                  
   

   
      

  

  
 

                                                                          

                                                                    (   )  

 اور

                                                             
   

   
 
 

  
(
   

   
) 

                                                                   
 

  
(  

   

   
  

  

  
)
  

  
 

                                                                   ,  
   

   
   

   

   
  

   

   
 
  

  
-   
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                                                                   ,  
   

   
    

   

   
  

  

  
- 

                                                  
   

   
        

   

   
  

  

  
 

                                                                         (   )     

                                                                                

                                                                    (       )  

                                                                    (   )(   )  

 ہو جاتی ہےمساوات حاصل  درجہ ذیل پر آگے بڑھتے ہوئے ، ہمیںاسی طرز 

                                                      
   

   
  (   )(   ) (     )  

 (Objectives)مقاصد 11.1

 کے مکمل ہونے اس اکائی 

 

کی معیاری شکل سے  مساواتمتجانس خطی تفرقی  متغیر ضریب کی گے کہ  پر آ  اس قال  ہو جاں

 حاصل کر سکیں۔ ان کا حل  بھی  واقفیت کے ساتھ

 متجانس خطی تفرقی مساواتیںمتغیر ضریب کی  11.2

 (Homogeneous Linear Differential Equations with Variable Coefficients) 

 تفرقی مساوات کی درجہ ذیل شکل

  
   

   
    

   
     

     
    

   
     

     
        

  

  
       

س  مساوات کا اہے۔ تفاعل   کا کوئی    اور ہیں تمستقلا   ، ،   ،   کہلاتی ہے، جہاںتفرقی مساوات خطی متجانس  متغیر ضریب کی

 رکھتے ہیں اور     حل حاصل کرنے کے یے 
  

  
      

   

   
  (   )    

   

   
  (   )(  

   اور اسی طرح  ( 
   

   
خطی تفرقی  مستقل ضریب کی نے پر مساواتکر  (     ) (   )(   )  

 سے حاصل کر سکتے ہیں۔طریقوں  میں بتایے گی  مساوات میں بدل جاتی ہے جس کا حل گزشتہ اکائی 
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 کے حل کےعملی قاعدےمتجانس خطی تفرقی مساوات متغیر ضریب کی  11.2.1

.                                                       
                                   

/   

 مان لو کہ .1

  

 (1)…..    
   

   
    

    
    

     
    

    
    

     
        

  

  
       

 :اقدامات پر عمل کریںاس کا حل حاصل کرنے کے یے درجہ ذیل  ہے۔ متجانس  خطی تفرقی مساوات  متغیر ضریب کی

I.  اور لیں         یا       کی جگہ

 

  
   

II.  
  

  
   ،  کی جگہ

   

   
  اور (   ) کی جگہ

   

   
اور اسی طرح آگے  یںدرج کر  (   )(   )  

 کہ  اب مساوات درجہ ذیل شکل میں ہے فرض کرو ۔ کے ارکان میں بھی بدلاؤ کریں

 (2)…..       ( )    

 ۔تفاعل ہےکا     کسی متغیر جہاں 

III. گزشتہ اکائی کے طریقوں کی مدد سے اس مساوات کا حل حاصل کریں۔ مان لو کہ اس کا حل ہے 

 (3)…..         ( ) 

IV. اب ہمیں حاصل ہوگا ۔یںدرج کر      کی جگہ   میں (3)وات مسا 

   (    ) 

 کہ دی گئی متجانس خطی تفرقی مساوات کا حل ہوگا۔ جو

 لوں کی مدد سے اس طرقہ  کو سمجھیں گے۔اب ہم کچھ مثا

  ۔ مساوات 1مثال
   

   
  

  

  
 ۔کو حل کرو          

 حل۔ دی گئی تفرقی مساوات ہے

 (1)…..      
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دی گئی مساوات میں کو مستقل ضریب کے ساتھ خطی تفرقی مساوات میں تبدیل کرتے ہیں ۔ اس کے یے  (1)سب  سے پہلے ہم مساوات 

  اورلیں       یا       کی جگہ 
  

  
   اور  کی جگہ

   

   
 اس یے۔  رکھتے ہیں     (   ) کی جگہ

 (   )          

 (2)…..     (       )     

  ہویدرجہ ذیل (Auxiliary Equation)مساوات معاوناس مساوات کو حل کرتے ہیں۔ اس کے یے 

          

                                                             (   )(   )    

                                                                                              

 درجہ ذیل ہوگا (Complementary Function)تفاعل اتمامیاس یے 

     (      ) 
 
 

 ہوگا (Particular Integral)اور خاص تکملہ

     
 

 ( )
  

                                                                                    
 

(       )
(  ) 

                                                                                    ,  (     )-  (  ) 

                                                                                    ,  (     )  (     )   -(  ) 

                                                                                     ,  (     )  (     )    - 

                                                                                     ,  (       )     - 

                                                                                     ,  (     )- 

                                                                                     (   ) 

 کا عام حل ہوگا (2) مساوات اس یے

                                                                                           

                                                                                    (      ) 
   (   ) 
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 ، تب ضروری حل ہوگارکھتے ہیں      کی جگہ  کا عام حل حاصل کرنے کے یے  ( 1)اس طرح مساوا ت 

                                                                                 (         ) 
      (      ) 

                                                                                    (         )   (      ) 

  و: حل کر۔ 2مثال
   

   
    

   

   
   

  

  
        

 حل۔ دی گئی تفرقی مساوات ہے

  
   

   
    

   

   
   

  

  
      

 (1)…..     
   

   
    

   

   
  

  

  
   

 

 
 

  اورلیں (      )یا       کی جگہ میں  (1)سب  سے پہلے ہم مساوات 
  

  
   ،   کی جگہ

   

   
   (   ) کی جگہ

  اور
   

   
 ہوگا حاصل ہمیں طرح اس ۔  رکھیں  (   )(   )  

 (   )(   )    (   )           

 (2)…..    (         )      

 درجہ ذیل ہوی (Auxiliary Equation)مساوات معاونکرتے ہیں۔ اس کے یے  حاصل حل اس مساوات کا

            

                                                                (   ) (   )    

                                                                                                       

 درجہ ذیل ہوگا (Complementary Function)تفاعل اتمامیاس یے 

     (      ) 
     

  
 

 ہوگا (Particular Integral)اور خاص تکملہ

     
 

 ( )
  

                                                                                    
 

(   ) (   )
(   ) 
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(    ) (   )
(   ) 

                                                                                    
 

 (   )
(   ) 

                                                                                    
 

 
   ∫        

                                                                                    
 

 
   ∫( )   

                                                                                    
 

 
     

 کا عام حل ہوگا (2)اس یے مساوات 

                                                                                           

                                                                                    (      ) 
     

   
 

 
     

                                                                                    (      ) 
  (   

 

 
 )     

 اس طرح دی گئی مساوات کا حل ہوگا، درج کریں      کی جگہ  کا عام حل حاصل کرنے کے یے  ( 1)مساوا ت  با

                                                                                 (         ) 
     (   

 

 
    )        

                                                                                    (         )  (   
 

 
    )

 

 
 

  ۔ مساوات 3مثال
   

   
       

 

 
 ۔وکر معلوم حل کا  

 حل۔ دی گئی تفرقی مساوات ہے

 (1)…..      
   

   
       

 

 
 

       یا       کی جگہ دی گئی مساوات میں  کے یے خطی تفرقی مساوات میں تبدیل کرنےکو مستقل ضریب کے ساتھ (1)مساوات 

ییں
ھ

ک

 ا ور ر
  

  
   اور   کی جگہ

   

   
 اس یے۔  رکھتے ہیں     (   ) کی جگہ

                                                      (   )             



226 

 

 یا

 (2)…..     (      )          

 درجہ ذیل ہوی (Auxiliary Equation)مساوات معاونکو حل کرتے ہیں۔ اس کے یے  (2)مساوات اب

         

                                                            (   )(   )    

                                                                                               

 درجہ ذیل ہوگا (Complementary Function)تفاعل اتمامیاس یے 

        
      

  
 

 ہوگا (Particular Integral)اور خاص تکملہ

     
 

 ( )
  

                                                                                    
 

(   )(   )
(       ) 

                                                                                    
 

(   )(   )
    

 

(    )(   )
    

                                                                                    
 

 (   )
    

 

 (   )
    

                                                                                    
 

 
[   ∫             ∫       ] 

                                                                                    
 

 
[   ∫      ∫  ] 

                                                                                    
 

 
,         - 

                                                                                    
 

 
 (       ) 

 کا عام حل ہوگا (2)وات اس یے مسا
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 (       ) 

 ضروری حل ہوگا اس یےرکھتے ہیں،       کی جگہ  کا عام حل حاصل کرنے کے یے  ( 1)مساوا ت  اب

                                                                                    
    (

 

 
)  

 

 
    (   

 

 
) 

  ۔ مساوات 4مثال
   

   
   

  

  
 ۔وکو حل کر  (    )         

 حل۔ دی گئی تفرقی مساوات ہے

 (1)…..     
   

   
   

  

  
         (    ) 

 (      )یا       کی جگہ دی گئی مساوات میں  کے یے خطی تفرقی مساوات میں تبدیل کرنےکو مستقل ضریب کے ساتھ (1)مساوات 

   اور رکھیں
   

   
 اس یے۔  رکھتے ہیں     (   ) کی جگہ

                                                      (   )                 

 یا

 (2)…..     (       )          

 درجہ ذیل ہوی (Auxiliary Equation)مساوات معاونکو حل کرتے ہیں۔ اس کے یے  (2)اب مساوات

          

                                                             (   )(   )    

                                                                                               

 درجہ ذیل ہوگا (Complementary Function)تفاعل اتمامیاس یے 

        
      

  
 

 ہوگا (Particular Integral)خاص تکملہاور 

     
 

 ( )
  

                                                                                    
 

(   )(   )
(       ) 
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(     )(     )
(    ) 

                                                                                       
 

(   )(   )
(    ) 

                                                                                       
 

    
(    ) 

                                                                                       
 

 ( )   
(    ) 

                                                                                     
 

  
        

 کا عام حل ہوگا (2)اس یے مساوات 

                                                                                           

                                                                                       
      

   
 

  
        

 رکھتے ہیں، اس یے ضروری حل ہوگا      کی جگہ  کا عام حل حاصل کرنے کے یے  ( 1)اب مساوا ت 

                                                                                    
    (

 

 
)  

 

  
     (    ) 

 مان لو کہ متجانس  خطی تفرقی مساوات درجہ ذیل ہے .2

 (1)…..    
   

   
    

    
    

     
    

    
    

     
        

  

  
       

 (Operator) عامل ہم یہاں ہے۔ تفاعل کا کوئی ہیں اور تمستقلا                 جہاں 
 

  
سے ظاہر کرتے ہیں اور    کو 

    اس یے
   

   
  (   )(   )    

   

   
  (   )   

  

  
  اور اسی طرح     

   

   
 

 ۔درجہ ذیل شکل میں ہوی (1)مساوات  سے ظاہر کرتے ہیں ۔اب  (     ) (   )(   ) 

 (2)…..      ( )    

 کا ایک حل ہے۔ اس سے یہ  ظاہر ہو تا ہے کہ   ( )  مساوات      مان لیتے ہیں کہ    اب 

    ( )    

 مساوات   معاونکا حل تبھی ہوگا جب      ( )  مساوات         اس یے 
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 (3)…..      ( )    

 ہو۔  کا ایک روٹ   

 مساوات کے سبھی روٹس الگ الگ ہوں: معاونجب  .1

 روٹس ہیں، تبمساوات کے الگ الگ  معاون           کہ  اس صورت  میں مان لیجیے 

        
      

        
  

 

 ہوں:  (Repeated)یتکرارروٹس   مساوات کے   معاونجب  .2

 ، تب                 ہیں مساویروٹس    روٹس میں سے   کے  مساوات  معاونکہ مان لیجیے 

     (            (    )
      (    )

   )        
           

   
 

             (          ) 
        

           
   

 

ف اعدادمساوات کے روٹس  معاونجب  .3

 

 ہوں:  ملت

  ، تب  کے روٹس ہیں  مساوات  معاونحاصل کردہ         اور         کہ  اس صورت  میں مان لیجیے 

       *     (     )       (     )+ 

 :(Particular Integral)خاص تکملہ

 کے یے خاص تکملہ ہے (2)مساوات 

 (4)…..          
 

 ( )
  

 مان لو کہ

 (5)…..     

 

   
    

                                                               (   )    

                                                               
  

  
      

                                                                
  

  
 
 

 
  

 

 
 

 حل ہےجس کا یہ پہلے رتبہ کی خطی تفرقی مساوات ہے

                                                                ∫(    
 

 
)    
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                                                                  ∫(    
 

 
)    

                                                      سے  کی قیمت رکھنے پر (5) مساوات
 

   
    ∫(      )   

( ) اب اگر مان لیا جایے کہ  ، تب(    ) (    )(    ) 

          
 

 ( )
  

 

(    )(    ) (    )
  

      
 

 ( )
  [

  
(    )

 
  

(    )
   

  
(    )

]   

                           
  

(    )
  

  
(    )

   
  

(    )
  

                                
  ∫(        )      

  ∫(        )        
  ∫(        )   

( ) اور  ہو      اگر  :تبصرہ  خاص تکملہ ہوگا تب،   

     
 

 ( )
   

 

 ( )
    

 

 

مث
 اس 

 

( ) لہ میں اگر ئ  ، تب    

     
 

(   ) 
   

(    ) 

  
   

 ۔ہم کچھ مثالوں کو حل کریں آیے اب 

  ۔ مساوات 1مثال
   

   
   

  

  
 ۔وکو حل کر   (   )   

 گئی تفرقی مساوات ہےحل۔ دی 

 (1)…..      
   

   
   

  

  
   (   )  

 میں  (1)مساوات 
  

  
   اور رکھیں    کی جگہ

   

   
 اس یے۔  رکھتے ہیں     (   ) کی جگہ

                                           (   )                

 یا
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 (2)…..     (       )          

 درجہ ذیل ہوی (Auxiliary Equation)مساوات معاونکو حل کرتے ہیں۔ اس کے یے  (2)اب مساوات

          

                                                             (   )(   )    

                                                                                                

 درجہ ذیل ہوگا (Complementary Function)تفاعل اتمامیاس یے 

     (         ) 
  

 

 ہوگا (Particular Integral)اور خاص تکملہ

                                                           
 

 ( )
  

                                                               
 

       
(       ) 

                                                               
  

        
  

 

        
 

  

        
 

                                                               
  

 
 
  

 
   

                                                               
 

 
   

 

 
    

 کا عام حل ہوگا (2)اس یے مساوات 

                                                                      

                                                               (         ) 
   

 

 
   

 

 
    

  ۔ مساوات 2مثال
   

   
   

  

  
 ۔کو حل کریں        

 حل۔ دی گئی تفرقی مساوات ہے

 (1)…..      
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 میں  (1)مساوات 
  

  
   اور رکھیں    کی جگہ

   

   
 اس یے۔  رکھتے ہیں     (   ) کی جگہ

                                                      (   )            

 یا

 (2)…..     (       )     

 درجہ ذیل ہوی (Auxiliary Equation)مساوات معاونکو حل کرتے ہیں۔ اس کے یے  (2)مساواتاب 

          

                                                             (   )(   )    

                                                                                              

 درجہ ذیل ہوگا (Complementary Function)تفاعل اتمامیاس یے 

     (         ) 
 

 

 ہوگا (Particular Integral)اور خاص تکملہ

                                                           
 

 ( )
  

                                                               
 

(   ) 
   

                                                               
 

(   ) 
                                      [  

 

 ( )
   

 

 ( )
  ] 

 کا عام حل ہوگا (2)اس یے مساوات 

                                                                      

                                                               (         ) 
   

 

(   ) 
   

  ۔ مساوات 3مثال
   

   
   

  

  
 ۔معلوم کروحل کا         

 حل۔ دی گئی تفرقی مساوات ہے

 (1)…..      
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 میں  (1)مساوات 
  

  
   اور رکھیں    کی جگہ

   

   
 اس یے۔  رکھتے ہیں     (   ) کی جگہ

                                                      (   )            

 یا

 (2)…..     (       )     

 درجہ ذیل ہوی (Auxiliary Equation)مساوات معاونکو حل کرتے ہیں۔ اس کے یے  (2)اب مساوات

          

                                                             (   )(   )    

                                                                                                

 درجہ ذیل ہوگا (Complementary Function)تفاعل اتمامیاس یے 

        
      

  
 

 ہوگا (Particular Integral)اور خاص تکملہ

                                                           
 

 ( )
  

                                                               
 

(   )(   )
   

                                                               (
 

   
 

 

   
)    

                                                               
 

   
   

 

   
   

                                                                  ∫            ∫         

                                                                  ∫        ∫      

                                                                        (   )   

                                                               (           )   
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 کا عام حل ہوگا (2)اس یے مساوات 

                                                                      

                                                                  
      

         

  ۔ مساوات 4مثال
   

   
   

  

  
 ۔وکو حل کر    (   )   

 تفرقی مساوات ہےحل۔ دی گئی 

 (1)…..      
   

   
   

  

  
   (   )   

 میں  (1)مساوات 
  

  
   اور رکھیں    کی جگہ

   

   
 اس یے۔  رکھتے ہیں     (   ) کی جگہ

                                               (   )        (   )   

 یا

 (2)…..     (       )  (   )   

 درجہ ذیل ہوی (Auxiliary Equation)مساوات معاونکو حل کرتے ہیں۔ اس کے یے  (2)اب مساوات

          

                                                             (   )(   )    

                                                                                                

 درجہ ذیل ہوگا (Complementary Function)تفاعل اتمامیاس یے 

     (         ) 
  

 

 ہوگا (Particular Integral)اور خاص تکملہ

                                                           
 

 ( )
  

                                                               
 

(   )(   )
(   )   

                                                               
 

(   )
   ∫    (   )     
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(   )
*   (   )  + 

                                                                  ∫    *   (   )  +   

                                                                  ∫*   (   )  +   

                                                                  ∫
 

 (   )
   

                                                                  ∫(
 

 
 

 

   
)   

                                                                  (   | |     |   |) 

                                                                     |
 

   
| 

 کا عام حل ہوگا (2)اس یے مساوات 

                                                                      

                                                               (         ) 
         |

 

   
| 

 متجانس خطی تفرقی مساوات میں تحویل پزیر مساواتیںمتغیر ضریب کی  11.2.2

  (                                                                 
                          

) 

 مساوات درجہ ذیل شکل میں ہے مان لو کہ کوئی

 (1)….. (    ) 
   

   
   (    )

    
    

     
   (    )

    
    

     
       (    )

  

  
       

 ہے۔ کا کوئ تفاعل ہیں اور تمستقلا                 جہاں 

ا س سے  اور رکھنے پر    کی جگہ     اس مساوات میں 

  

  
 اس یے    

  

  
 
  

  

  

  
  

  

  
 

   

   
 
 

  
(
  

  
)  

 

  
( 
  

  
)
  

  
 
 

  
(  

  

  
)    
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 اور اسی طرح

   

   
   

   

   
 

 میں رکھنے پر   (1)سبھی قیمتیں مساوات یہ 

   
  

 
 

   
    

    
    

   
 

     
    

    
    

   
 

     
         

  

  
      ( ) 

   
 
 
 

   
    

   
 
   

 
 
 
   
 

     
    

   
 
   

 
 
 
   
 

     
        

 

 
 
  

  
 
  

 
    ( ) 

             
 
 
 

   
 
  
 
    

 
   
 

     
 
  

 
 
    

 
   
 

     
   

    

 
   

 
  

  
 
  

 
    ( ) 

طہ طریقوں اس

 

 سے حاصل کیا جا سکتا ہے۔ مساوات کا حل گزش

 (    )۔ مساوات 1مثال
   

   
  (    )

  

  
 ۔کو حل کریں               

 حل۔ دی گئی تفرقی مساوات ہے

 (1)…..  (    ) 
   

   
  (    )

  

  
                

ا س سے  رکھنے پر  اور   کی جگہ     اس مساوات میں 

  

  
 اس یے    

  

  
 
  

  

  

  
  

  

  
 

                                                 
   

   
 
 

  
(
  

  
)  

 

  
( 
  

  
)
  

  
  

   

   
 

 رکھنے پر ہمیں حاصل ہوتا ہے( میں یہ قیمتیں 1مساوات )

                                
   

   
   ( 

  

  
)       (

   

 
)
 

  (
   

 
)    
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*
                   

 
+ 

                                          
   

   
  

  

  
    

 

 
*
 (    )

 
+ 

                                          
   

   
  

  

  
    

 

  
(    ) 

 میں  (1)مساوات 
  

  
   اور رکھیں    کی جگہ

   

   
 اس یے۔  رکھتے ہیں     (   ) کی جگہ

                                               (   )        
 

  
(    ) 

 یا

 (2)…..     (    )  
 

  
(    ) 

 درجہ ذیل ہوی (Auxiliary Equation)مساوات معاونکو حل کرتے ہیں۔ اس کے یے  (2)اب مساوات

       

                                                                                          

 درجہ ذیل ہوگا (Complementary Function)تفاعل اتمامیاس یے 

        
      

 
 

 ہوگا (Particular Integral)اور خاص تکملہ

                                                           
 

 ( )
  

                                                               
 

  
[

 

    
(    )] 

                                                               
 

  
[(

 

    
   

 

    
  )] 

                                                               
 

  
[(

 

(   )(   )
   

 

( )   
  )] 

                                                               
 

  
[(

 

(   )
   ∫         

 

( )   
  )] 
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*(

 

(   )

  

 
 
 

 
)+ 

                                                               
 

   
(  ∫           ) 

                                                               
 

   
(  ∫       ) 

                                                           
 

   
(        ) 

 کا عام حل ہوگا( 2)اس یے مساوات 

                                                                      

                                                                  
      

  
 

   
(        ) 

 رکھنے پر ہمیں حاصل ہوگا       

    (    )
     (    )

  
 

   
((    )    |    |   ) 

 (Learning Outcomes)ئجاکتسابی نتا 11.3

 کی اور اس کو حل کرنے کے مختلف قی مساوات کی بنیادی جانکاری حاصلمتجانس خطی تفر کیضریب متغیرنے  کے مکمل ہونے پر ہم اس اکائی

 واوںں  کو ہچانن کر ان کو متغیرضریب کیپزیر مسا یلمتغیرضریب کی متجانس خطی تفرقی مساوات میں تحو۔ اس علاوہ باریکی سےسیکھا کو طریقوں 

 ۔نے پر مہارت  حاصل کی حاصل کر کا حل  متجانس خطی تفرقی مساوات میں تبدیل کر کے ان 

 (Key Words)ظکلیدی الفا 11.4

 غیر متجانس تفرقی مساواتمستقل ضریب، مساوات،  معاون ، تفاعل اتمامیمتجانس تفرقی مساوات ،  

 (Sample Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 11.5

  (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات   11.5.1
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 تفرقی مساوات کی عام شکل لکھیے۔متجانس خطی متغیرضریب کی  .1

مساوات  .2

   

   
 
 

 

   

   
 

 

  
  

  
 

 

  
 ۔کو متجانس خطی تفرقی مساوات میں تبدیل کریے     

  مساوات  .3
   

   
  

  

  
 ۔کو متجانس خطی تفرقی مساوات میں تبدیل کریے       

  مساوات  .4
   

   
    

  

  
 ۔متجانس خطی تفرقی مساوات میں تبدیل کریےکو        

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات   11.5.2

  مساوات  .1
   

   
   

  

  
 کو حل کریے۔       

  مساوات  .2
   

   
  

  

  
 کو حل کریے۔       

  مساوات  .3
   

   
    

   

   
   

  

  
 کو حل کریے۔       

  : حل کریے  .4
   

   
     

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات   11.5.3

  مساوات  .1
   

   
   

   

   
   

  

  
 ۔معلوم کروحل کا            

  مساوات  .2
   

   
  

  

  
 ۔وکو حل کر            

  مساوات  .3
   

   
    

   

   
   

  

  
 ۔وکو حل کر          

مساوات  .4

   

   
 
 

 

   

   
 

 

  
  

  
 

 

  
 ۔کو حل کریں     

 (   )مساوات  .5
   

   
 (   )

  

  
 ۔وکو حل کر  +(   )   *       

 (    )مساوات  .6
   

   
  (    )

  

  
 ۔معلوم  کریں حل کا       

 (    )مساوات  .7
   

   
 (    )

  

  
 ۔وکو حل کر       

 جوابات:

  جوابات کے معروضی سوالات   11.5.1

 متجانس خطی تفرقی مساوات کی عام شکل لکھیے۔ متغیر ضریب کی .1

مساوات  .2

   

   
 
 

 

   

   
 

 

  
  

  
 

 

  
 ۔کو متجانس خطی تفرقی مساوات میں تبدیل کریے     

  مساوات  .3
   

   
  

  

  
 ۔کو متجانس خطی تفرقی مساوات میں تبدیل کریے       
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  مساوات  .4
   

   
    

  

  
 ۔کو متجانس خطی تفرقی مساوات میں تبدیل کریے       

 کے جوابات مختصر جوابات کے حامل سوالات   11.5.2

1.      
     

 
   

2.      
     

  
 

3.            (√     )       (√     ) 

4.    √ {     .
√ 

 
    /       .

√ 

 
    /} 

 کے جوابات طویل جوابات کے حامل سوالات   11.5.3

1.   (         )     
  

 

 
   

 

 
 (    )  

2.      
      

  
  

 
(       ) 

3.            (√     )       (√     )  
  

 
 
     

 
 

4.      
   

 
 ⁄ (   

√  
 
⁄     

 √   
⁄ )  

  

 
(       ) 

5.        *   (   )+       *   (   )+      (   )    *   (   )+  

6.   (    ) {  (    )
√    (    )

 √ }  

7.    (    ) {     (    )
√ 

    (    )
 
√ 

 } 

 (Suggested Books for Further Readings)کتابیںکردہ  تجویز کے یےمزید  مطالعے  11.6

1. Scope as in “Differential Equations and Their Applications” Zafar Ahsan, Prentice hall of 

India Private Limited, New Delhi 

2. Text Book of Differential Equations, Khalil Ahmad, Real World Education Publishers, 

New Delhi 

3. Ordinary and Partial Differential Equations-   Rai Singhania, S.Chand & Co.,  New Delhi 

4. A Text Book of B.Sc. (Mathematics), Volume –I , V. Venkateshwara Rao and others, S. 

Chand & Company 
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  خطی تفرقی مساواتیں کی متغیر ضریب کے اعلی رتبے۔ 21 اکائی

 )پیرامیٹرس کے تغیر کا طریقہ(

 (                                                        
                                                 

) 

 کے اجزا ئیاکا

 تمہید    12.0

 مقاصد   12.1

 کا تغیر سپیرامیٹر   12.2

 اکتسابی نتائج   12.3

 الفاظکلیدی    12.4

 نمونہ امتحانی سوالات   12.5

  معروضی جوابات کے حامل سوالات 12.5.1 

 مختصر جوابات کے حامل سوالات 12.5.2 

 طویل جوابات کے حامل سوالات 12.5.3 

 کتابیںکردہ  تجویزلعے  کے یے مزید مطا   12.6
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 (Introduction)تمہید 12.0

 خطی تفرقی مساوات کی درجہ ذیل شکل پر غور کریں گے اس اکائی میں ہم

   

   
  

  

  
      

اس مساوات کا  جب کہکسی خطی تفرقی مساوات کا مکمل حل حاصل کرنے کے طریقہ کو سمجھیں گے  ۔ہیں   اور     ،  تکے تفاعلا جہاں  

 ۔ سیکھیں گے کی خطی تفرقی مساوات کو حل کرنا پہلے اور دوسرے رتبے کے تغیر کے طریقہ سے س پیرامیٹر  تفاعل معلوم ہو۔ یہاں ہم اتمامی

 (Objectives)مقاصد 12.1

 گے: کر سکیں کی مدد سے حل  س کے تغیر کے طریقےمساواتوں کو پیرامیٹر کی  ذیل پر آپ عبور کے  اکائی اس

خطی تفرقی مساوات .2

  

  
 اور         

خطی تفرقی مساوات   کی  دوسرے رتبے .1

   

   
  

  

  
      

 (Variation of Parameters) کا تغیر سپیرامیٹر 12.2

کہ اس  مساوات کا  یں گے جب کو سیکھ س کے تغیر کے طریقےکے پیرامیٹرکسی خطی تفرقی مساوات کے مکمل حل حاصل کرنے اب ہم 

 تفاعل معلوم ہے۔ اتمامی

مساوات خطی تفرقی .2

  

  
 :کا  حل       

 خطی تفرقی مساواتکی  رتبےپہلے  مان لو کہ

 (2)......    

  

  
        

 مساوات      ہیں۔  مان لو کہ  تتفاعلاکے  ہیں یا   تمستقلا  Qاور  Pجہاں

 (1)......    

  

  
      

 ( سے1مساوات ) کا۔   تفاعل ہے   اورایک  اختیاری مستقل ہے  کا عام حل ہے، جہاں  
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 (3)......    

  

  
      

جسے  کا ایک تفاعل ہے مستقل نہیں بلکہ یہ    اس کا عام حل ہے، یہاں     کا عام حل حاصل کرنے کے یے مان لو کہ   (2)مساوات 

 اب ۔مطمئن ہو جایے (2)اس طرح  مانا جاتا ہے کہ مساوات  

 (4)......          

 ہےہوتا  تفرق کرنے پرہمیں حاصل   اس مساوات کو بہ لحاظ

 (5)......    

  

  
  

  

  
 
  

  
  

 حاصل ہوگا پر کی قدر درج کرنے( 5)میں مساوات  (2)مساوات 

 
  

  
 
  

  
        

 (6)......    

  

  
   .

  

  
   /    

 سے(6)اور   (3)مساوات

  

  
   ( )    

   (
 

 
*   

  ∫(
 

 
*     

 میں یہ قیمت رکھنے پر (4)ایک اختیای مستقل ہے۔ مساوات    جہاں

  (∫(
 

 
*    *   

  ∫(
 

 
*      

∫   عام حل ہے، اس یے کا (2)مساوات  (4) نے مانا تھا کہ مساوات جیسا کہ ہم .
 

 
  مساوات      /

  

  
کے       

 کو سمجھتے ہیں۔ کے تغیر کے طریقے سیے عام حل ہے۔ اب ہم کچھ مثالوں کی مدد سے پیرامیٹر

۔ مساوات  2مثال

  

  
 
 

 
  

 

 (    )
 سے حل کرو۔ کے تغیر کے طریقےس پیرامیٹر کو 
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 حل۔ دی گئی مساوات ہے

 (2)......    

  

  
 
 

 
  

 

 (    )
 

  یہاں 
 

 
   اور  

 

 (    )
 مساوات  سب سے پہلے ہم ہیں۔   

 (1)......    

  

  
 
 

 
   

 سے (1)مساوات حاصل کرتے ہیں ۔ کا عام حل

  

 
 
  

 
   

ل کرنے پر ہمیں حاصل ہوگا
م
ک

 

ت

 

               

       

 اس یے مان لو کہایک  اختیاری مستقل ہے ۔  جہاں  

      

 کا عام حل ہوگا مساواتاب دی گئی  

   ∫(
 

 
*      

    ∫(
 

 
 (    )

   
,        

    [  ∫(
 

    
*   ] 

    ,        - 

 ہے۔              حل اس یے دی گئی مساوات کا عام ایک  اختیاری مستقل ہے ۔ جہاں  

۔ مساوات  1مثال

  

  
 
  

 
 سے حل کرو۔ کے تغیر کے طریقے سپیرامیٹرکو      
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 حل۔ دی گئی مساوات ہے

 (2)......    

  

  
 
  

 
      

  یہاں 
 

 
 مساوات  ہیں۔  سب سے پہلے ہم        اور  

 (1)......     

  

  
 
  

 
   

 ظاہر کرتا ہے (1)کا عام حل حاصل کرتے ہیں ۔مساوات 

  

 
  

  

 
   

ل کرنے پر ہمیں حاصل ہوگا
م
ک

 

ت

 

                                                                                 

                                                                                                  

 ایک  اختیاری مستقل ہے ۔ اس یے مان لو کہ جہاں  

                                                                                                 

 اب دی گئی  مساوات کا عام حل ہوگا

                                                                                             ∫(
 

 
*      

                                                                                                 ∫(
    

   
*         

                                                                                                 [  ∫        ] 

                                                                                        (     )  ∫  (     )   

                                                                                                        ∫        

                                                                                                        {      ∫      } 

                                                                                                        *          + 
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 ہے۔  +          *              حل یے دی گئی مساوات کا عام ایک  اختیاری مستقل ہے ۔ اس جہاں  

۔ مساوات  3مثال

  

  
 .

  

    
/   

 

(    ) 
 سے حل کرو۔ س کے تغیر کے طریقےپیرامیٹر کو 

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

 (2)......    

  

  
 .

  

    
/   

 

(    ) 
 

  یہاں 
  

    
  اور  

 

(    ) 
 مساوات  ہیں۔  سب سے پہلے ہم  

 (1)......    

  

  
 .

  

    
/     

 حاصل ہے سے (1)کا عام حل حاصل کرتے ہیں ۔مساوات 

  

 
  (

  

    
*      

ل کرنے پر ہمیں حاصل ہوگا
م
ک

 

ت

 

                                                                      (    )       

                                                                                                      (    )  

                                                                                                    (    )   

 ہے ۔ اس یے مان لو کہ ایک  اختیاری مستقل جہاں  

                                                                                                       (    )   

 اب دی گئی  مساوات کا عام حل ہوگا

                                                                                                        ∫(
 

 
*      

                                                                                                          (    )  ∫(

 
(    ) 

(    )  
,   

                                                                                                               (    )   

                                                                                                          (    )  [  ∫( )  ] 
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                                                                               (    )       

 ہے۔        (    )حل ایک  اختیاری مستقل ہے ۔ اس یے دی گئی مساوات کا عام جہاں  

 :کی خطی تفرقی مساوات کا حل رتبےدوسرے  .1

 کی خطی تفرقی مساوات رتبے دوسرے مان لو کہ

 (2)......    

   

   
  

  

  
        

 مساوات         ہیں۔  مان لو کہ  تکے تفاعلا     ،اور  ،   جہاں

 (1)......    

   

   
  

  

  
      

 کا مکمل حل  (2)مساوات اس کے علاوہ ہم مان لیتے ہیں کہ   ۔ کے   ہیں تتفاعلا ،  اور ہیں تاختیاری مستقلا  bور ا کا عام حل ہے، جہاں  

 (3)......            

 (2)منتخب کیا جاتا ہے کہ وہ مساوات  سے کے طور پر اس طرح تتکے تفاعلا نہیں ہیں بلکہ ان کو   تمستقلا bور ا  ح سے ہے کہ  ابطراس 

 کو مطمئن  کر سکیں۔

 تفرق کرنے پر   کو بہ لحاظ ( 3)مساوات

                                                                
  

  
  

  

  
 
  

  
   

  

  
 
  

  
  

 (5)......                                                                 
  

  
  

  

  
  

  

  
 
  

  
  

  

  
  

 کو  اس طرح سے منتخب کرتے ہیں کہ  bور ا  اب

 (5)......    

  

  
  

  

  
    

 ہوگی( 4)مساوات اب 

  

  
  

  

  
  

  

  
 

  تفرق کرنے پر  کو بہ لحاظ   مساواتاس 
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 میں(2)اب مساوات 

   

   
،

  

  
 نے پردرج کر  قیمتیںکی   ،

( 
   

   
 
  

  

  

  
  

   

   
 
  

  

  

  
)   ( 

  

  
  

  

  
*   (     )    

                   (
   

   
  

  

  
   )   (

   

   
  

  

  
   )  (

  

  

  

  
 
  

  

  

  
*    

 کے حل ہیں۔ اس یے یہ اس کو مطمئن بھی کریں گے (2)مساوات  اور    کہچوں 

   

   
  

  

  
      

ور      ا

   

   
  

  

  
      

 اس یے

 (6)......    

  

  

  

  
 
  

  

  

  
   

 سے(6)اور   (5)مساوات

  
  
  

 

  
  
 
 

 

 
  
  
 
  
  
 

 

 اب 

 (7)......    

  

  
 

   

 
  

  
 
  

  
 

 

 (8)......    

  

  
 

  

 
  

  
 
  

  
 

 

ل کرنے پر ہم     (8)اور  (7)مساوات
م
ک

 

ت

( )   حاصل کر لیتے ہیں۔ مان لو کہ کی قیمتیں   bور ا کو  ( )   ور ا      

 گاعام حل ہو کا (2) مساواتاب 

    ( )       ( )     
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 کو سمجھتے ہیں۔ مدد سے پیرامیٹرس کے تغیر کے طریقےاب ہم کچھ مثالوں کی  

مساوات۔ 2مثال

   

   
 سے حل کرو۔ س کے تغیر کے طریقےکو پیرامیٹر       

 دی گئی مساوات ہےحل۔

 (2)......    

   

   
     

سب سے پہلے ہم

   

   
 مساوات ہوگی معاوناس کے یے کا حل حاصل کرتے ہیں۔       

       

                                                                                        

 اس یے

   

   
 کا حل ہے      

                   

 اس یے  ہیں۔کے تفاعلات  دو     اور  ہے۔، جہاں                مان لو کہ دی گئی مساوات کا مکمل  حل اب

              

  

  
        

  

  
           

  

  
     

 کو اس طرح منتخب کیا جاتا ہے کہ   اور 

 (2)......    

  

  
     

  

  
       

 اس یے

                                             
  

  
              

 تفرق کرنے پر  کو بہ لحاظ   اس مساوات

   

   
        

  

  
           

  

  
     

 سے (2)مساوات
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 (3)......                                                                                        
  

  
     

  

  
       

 سے (3)اور  (1) مساوات

  

  
        

  

  
       

ل کرنے پر ہمیں حاصل ہوگا
م
ک

 

ت

 

          ∫   اور          ∫                                           

                                      ,           - -          ,   اور       

                اور                                                 

 پر درج کرنے کی قیمتیں  اور میں                مساوات اب

                                        (            )      (            )      

                                           (                     )  (                     ) 

                                            (           )              

                                                         

 ہے۔                اس یے دی گئی مساوات کا مکمل حل 

  مساوات۔ 1مثال
   

   
  

  

  
 سے حل کرو۔ س کے تغیر کے طریقےکو پیرامیٹر          

 دی گئی مساوات ہےحل۔

 (2)......      
   

   
  

  

  
        

  دی گئی مساوات میں سے متجانس تفرقی مساوات سب سے پہلے ہم
   

   
  

  

  
 کا حل حاصل کرتے ہیں۔      

  اور       اس کے یے 
 

  
 ، تبرکھتے ہیں  
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 تفرق کرنے پر

 

 
 
  

  
 

 اب

                                                                               
  

  
 
  

  

  

  
 
  

  
(
 

 
* 

 یا

                                                                            
  

  
 
  

  
    

  طرح اس

                                                      
   

   
 
 

  
(
  

  
*  

 

  
(
  

  
(
 

 
*+ 

                                                                                      (
 

  
*
  

  
 
 

 

 

  
(
  

  
* 

                                                                                      (
 

  
*
  

  
 
 

 

 

  
(
  

  
*
  

  
 

                                                                                      (
 

  
*
  

  
 (

 

 

   

   
) (
 

 
* 

                                                                                     
 

  
*
   

   
 
  

  
+ 

                                                                    
   

   
 ,      - 

                                                                                      (   )  

 میں اب دی گئی مساوات 
  

  
  اور      

   

   
 رکھتے ہیں۔ تب  (   )  

                                           (   )         

                                                               (    )    

 مساوات ہے معاوناس مساوات کے یے 
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 ہے تفاعل اتمامی اس یے

           
 

 
 

       مان لو کہ دی گئی مساوات کا مکمل  حل اب
 

 
 اس یے  ہیں۔ تکے تفاعلا دو     اور  ہے۔، جہاں  

                                                                                   
 

 
 

                                                                      
  

  
    

  

  
  

 

  
 
 

 

  

  
 

 کو اس طرح منتخب کیا جاتا ہے کہ   اور 

 (2)......     
  

  
 
 

 

  

  
   

 اس یے

  

  
    

 

  
 

 تفرق کرنے پر  کو بہ لحاظ   اس مساوات

   

   
 
  

  
   

 

  
 
 

  
  

  
 

 سے (2)مساوات

(
  

  
   

 

  
 
 

  
  

  
*  

 

 
(   

 

  
*  

 

  
(    

 

 
*     

 (3)......                                                              
  

  
 

 

  
  

  
    

 سے (3)اور  (1) مساوات
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ل کرنے پر ہمیں حاصل ہوگا
م
ک

 

ت

 

                                          
 

 
    اور     

 

 
  (       )    

      مساوات اب
 

 
 حاصل ہے کی قیمتیں رکھنے پر   اور میں   

                                                                          (
 

 
     *   ( 

 

 
  (       )   *

 

 
 

                                                                            
 

 
       

 

 
  (    

 

 
*  

 

 
 

                                                                               
 

 
    

  

 
 

     اس یے دی گئی مساوات کا مکمل حل 
 

 
    

  

 
 ہے۔ 

مساوات۔ 3مثال

   

   
  

  

  
 سے حل کرو۔س کے تغیر کے طریقے کو پیرامیٹر          

 دی گئی مساوات ہےحل۔

 (2)......    

   

   
  

  

  
        

سب سے پہلے ہم دی گئی مساوات میں سے مساوات

   

   
  

  

  
 کا حل حاصل کرتے ہیں۔    

 مساوات ہے معاوناس مساوات کے یے 

        

 (   )    

                                                                                            

 ہے تفاعل اتمامی یےاس 

           
  

 

 اس یے  ہیں۔ تکے تفاعلا دو     اور  ہے۔، جہاں           مان لو کہ دی گئی مساوات کا مکمل  حل اب
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 کو اس طرح منتخب کیا جاتا ہے کہ   اور 

 (2)......    

  

  
    

  

  
   

 اس یے

  

  
       

 تفرق کرنے پر  کو بہ لحاظ   اس مساوات

   

   
           

  

  
 

 سے (2)مساوات

                (          
  

  
*   (     )         

                                                              
  

  
        

                                                                    
  

  
 
 

 
        

ل کرنے پر ہمیں حاصل ہوگا
م
ک

 

ت

 

                                                                             
 

 
∫            

∫ ہیں  ہم جانتے            
   (             )

( )  ( ) 
 اس یے 

                                                                              
 

 

   

(  )  ( ) 
(          )    

                                                                                  
 

 
   (         )    

  

  
مساوات  کی قیمت  

  

  
    

  

  
 ہمیں حاصل ہوگارکھنے پر میں    
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    (

 

 
       *    

                                                                     
  

  
  

 

 
       

ل کرنے پر 
م
ک

 

ت

 

                                                                              ∫
 

 
           

                                                                                
 

 

  

( )  ( ) 
(         )    

                                                                         
 

 
  (         )    

 اوپر حاصل کی گئی قیمتیں رکھنے پر کی   اور میں           مساوات اب

                                         
 

 
  (         )    ( 

 

 
   (         )   *     

                                            
 

 
  (         )    

 

 
  (         )       

                                            
 

 
  *     +         

                                            
 

 
              

    حل اس یے دی گئی مساوات کا مکمل
 

 
 ہے۔              

مساوات۔ 4مثال

   

   
  

  

  
 سے حل کرو۔ س کے تغیر کے طریقےکو پیرامیٹر       

 دی گئی مساوات ہےحل۔

 (2)......    

   

   
  

  

  
      

سب سے پہلے ہم دی گئی مساوات میں سے مساوات

   

   
  

  

  
 کا حل حاصل کرتے ہیں۔       

 مساوات ہے معاوناس مساوات کے یے 
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                                                                  (   )(   )    

                                                                                               

 ہے تفاعل اتمامی اس یے

        
     

  
 

 اس یے  ہیں۔ تکے تفاعلا دو     اور  جہاں  ہے،            مان لو کہ دی گئی مساوات کا مکمل  حل اب

                                                                                        

                                                                      
  

  
       

  

  
          

  

  
 

 کو اس طرح منتخب کیا جاتا ہے کہ   اور 

 (2)......      
  

  
    

  

  
   

 اس یے

  

  
           

 تفرق کرنے پر  کو بہ لحاظ   اس مساوات

   

   
       

  

  
           

  

  
 

 سے (2)مساوات

                (      
  

  
           

  

  
*   (         )   (        )    

 (3)......                                                         
  

  
     

  

  
   

 سے (3)اور  (1) مساوات

  

  
  

 

  
         

  

  
 
 

   
      

ل کرنے پر ہمیں حاصل ہوگا
م
ک

 

ت
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    اور                                                                           
 

 
       

 نے پردرج کرقیمتیں  دہحاصل کر مندرجہ بالا  کی   اور میں             مساوات اب

                                                                       (     )  ( 
 

 
      *     

                                                                        (     )  ( 
 

 
     * 

                                                                        
 

 
          

  اس یے دی گئی مساوات کا مکمل حل 
 

 
 ہے۔          

 (Learning Outcomes)ئجاکتسابی نتا 12.3

 ۔کی خطی تفرقی مساوات کو حل کرنا سیکھا رتبےکے تغیر کے طریقے سے پہلے اور دوسرے س پیرامیٹر  میں ہم نے اس اکائی

 (Key Words)کلیدی الفاظ 12.4

 ، معاون مساواتتفاعل اتمامی، کا تغیر، متجانس تفرقی مساوات سپیرامیٹر

 (Sample Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 12.5

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات   12.5.1

 کے تغیر کا طریقہ کیا ہے؟ سپیرامیٹر .2

جب کہتفاعل لکھو  اتمامی .1

   

   
          

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات   12.5.2

 کی مدد سے حاصل کریے: س کے تغیر کے طریقےدرجہ ذیل مساوات کا حل پیرامیٹر

2. 
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1.   
   

   
   (   )

  

  
  (   )     

3. (   )
   

   
  

  

  
   (   )  

4. 
   

   
  

  

  
   

  

  
 

5. 
   

   
     

6. 
   

   
  

  

  
      

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات   12.5.3

 وات مسا .2

   

   
  

  

  
    

  

    
 اتمامیکہ اس کے یے  جب کی مدد سے حل کریےس کے تغیر کے طریقےپیرامیٹرکو  

     تفاعل 
     

  
 ہے۔ 

 وات مسا .1

   

   
 ۔کی مدد سے حل کریں کے تغیر کے طریقے سپیرامیٹرکو            

 جوابات:

 جوابات  سوالات کے  معروضی   12.5.1

.2                   

 کے جوابات مختصر جوابات کے حامل سوالات   12.5.2

 درجہ ذیل مساوات کا حل پیرامیٹرس کے تغیر کے طریقے کی مدد سے حاصل کریے:

2.                   .
    

  
/        (    ) 

1.    
  

 
 
 

 
          

3.          (      ) 

4.     (    )    (      ) 

5.                  

6.     (    )  
    

 
 

 کے جوابات طویل جوابات کے حامل سوالات   12.5.3
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2.      
     

   (      )    (     )     

1.                           |           |  

 (Suggested Books for Further Readings)کتابیں تجویز کردہ لعے  کے یے مزید مطا 12.6

1. Text Book of Differential Equations, Khalil Ahmad, Real World Education Publishers, 

New Delhi 

2. Ordinary and Partial Differential Equations-   Rai Singhania, S.Chand & Co.,  New Delhi 

3. A Text Book of B.Sc. (Mathematics), Volume –I , V. Venkateshwara Rao and others, S. 

Chand & Company 
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تفرقی مساواتو۔31ئیاکا    -Iکی تشکیل ںجزوی 

Formation of Partial Differential Equations - I)) 

جزا ئیاکا  کے ا

 تمہید     13.0

 مقاصد    13.1

 جزوی تفرقی مساواتیں     13.2

ور درجہ رتبے جزوی تفرقی مساوات کا   13.2.1   ا

ور غیر خطی   13.2.2   جزوی تفرقی مساواتیںخطی ا

جہ بندی  13.2.3   جزوی تفرقی مساواتوں کی در

 جزوی تفرقی مساواتوں کی تشکیل  13.2.4 

 ئجاکتسابی نتا    13.3

 الفاظکلیدی     13.4

 نمونہ امتحانی سوالات    13.5

  معروضی جوابات کے حامل سوالات  13.5.1 

 مختصر جوابات کے حامل سوالات  13.5.2 

 سوالاتطویل جوابات کے حامل   13.5.3 

 کتابیںکردہ  تجویزلعے  کے یے مزید مطا    13.6
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 (Introductions)تمہید   13.0

  ، رت، ڈفیوزن ا ز، حر وا قسام کے مظاہر کی وضاحت کرنے کے یے استعمال کیا جا سکتا ہے، جیسے آ جزوی تفرقی مساواتوں کو مختلف ا

 میکانکسالیکٹرو ڈائنامکس

م
ٹ

ان ور کو جایے جس کی  ۔، الاسٹی سٹی ا وہ تکنیک تیار کی  مدد سے جزوی تفرقی اس یے یہ ضروری ہو جاتا  ہے کہ 

۔ قسام کا حل حاصل کیا جا سکے  مساواتوں کی وسیع ا

صد   13.1  (Objectives)مقا

آا اس بل ہ ہو جاں کے مکمل اس اکائی  نے کے د آ   گے کہ: ہو

 جانکاری حاصل ہوجایے۔ مختلف اقسام کی بنیادیجزوی تفرقی مساواتوں کی آا کو  .3

 ۔سکیںکرنا سیکھ  ساقط کر کےاختیاری مستقلات کو  کسی دیے گیے ضابطہ سے   تشکیلجزوی تفرقی مساواتوں کی .2

 (Partial Differential Equations) جزوی تفرقی مساواتیں   13.2

یف: تفاعل کے ایک یا زیادہ (Variable)متغیر  (Independent)وہ  مساوات جس میں دو یا زیادہ غیر تابع تعر جزوی کے کسی 

 جزوی تفرقی مساوات کی  کچھ مثالیں  دی گئی ہیں: درجہ ذیل ۔موجود ہوں، جزوی تفرقی مساوات کہلاتی ہے (Derivatives)تمشتقا

3. 
  

  
 
  

  
      

2. (
  

  
)
 

 
   

   
   

  

  
 

1.  
  

  
 
  

  
   

4. 
  

  
 
  

  
 
  

  
     

5. 
   

   
 (  

  

  
)
 
 ⁄

 

6.  {(
  

  
)
 

 (
  

  
)
 

}   
  

  
 

ور درجہ رتبے جزوی تفرقی مساوات کا   13.2.1  (Degree & Order of Partial Differential Equations)ا

یف: س جزوی تفرقی مساوات کا  کے رتبےجزوی مشتق  کسی جزوی تفرقی مساوات میں موجود اعظم تریں تعر کہتے ہیں۔ مثال کے  رتبے کو ا

ور  4، 1، 3یے مساوات  ور مساوات  رتبے دوسرے  5مساوات کہ  کی جزوی تفرقی مساوات ہیں، جب رتبے پہلے   6ا ۔ رتبہ کا  2کی ا  تین ہے
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یف: کے مشتق کی قوت   رتبہ ترین  میں موجود اعظم کرنے کے د آ اس  (Rationalize)لائز  ریشنکسی جزوی تفرقی مساوات کو تعر

(Power)س جزوی تفرقی مساوات کے یے مساوات  (Degree)درجہکا کو ا ور 1 ،3،2کہتے ہیں۔ مثال  کی جزوی تفرقی  درجےپہلے   4 ا

ور  5کہ مساوات  مساوات ہیں، جب  ہے۔ دو درجہکا  6ا

ور غیر خطی جزوی   13.2.2  (linear & Nonlinear Partial Differential Equations)تفرقی مساواتیں خطی ا

یف: ور وہ ضرب   (Dependent Variable) اگر کسی جزوی تفرقی مساوت میں موجود تابع متغیر تعر ور اس کے جزوی مشتق کا درجہ ایک ہو ا ا

ی تفرقی مساوات خطی نہ ہو تو اس کی شکل میں بھی موجود نہ ہوں، تب اس طرح کی مساوات کوخطی  جزوی تفری  مساوات کہتے ہیں۔ اگر جزو

مساوات کہتے ہیں۔  مساوات کو غیر خطی جزوی تفرقی 

ور 3مثال کے یے مساوات  ور  5،  1، 2مساوات جب کہ خطی جزوی تفرقی مساوات ہیں،  4ا ۔ 6ا  غیر خطی جزوی تفرقی مساوات ہیں

ہم دو غیر تابع متغیر نوٹ: ئی میں  ور    اتاس اکا جگہ  ا ورکو تمام  کریں گے ا ۔ کچھ علامتی    استعمال  یں گے کو تابع متغیر کی طرح ہی استعمال کر

اکائی میں استعمال ہوں گے: درجہ ذیل ہیں جو اس   اظہار 

  
  

  
   

  

  
   

   

   
   

   

    
    

   

   
 

نجان کا کوئی           اتغیر تابع متغیر nاگر ہو اس کے یے درجہ ذیل علامتی اظہار   تفاعل جس کا تابع متغیر   (Unknown) ا

 استعمال ہوں گے:

   
  

   
    

  

   
    

  

   
      

  

   
  

 یا کچھ جگہ یہ علامتی اظہار  بھی استعمال کیے جاتے ہیں

   
  

  
    

  

  
     

   

    
 

جہ بندی ںجزوی تفرقی مساواتو 13.2.3  (Classification of Partial Differential Equations) کی در

a)  مساواتجزوی تفرقی خطی(Linear Partial Differential Equations): گر کسی مساوات (         ) ا  میں   

میں خطی جزوی تفرقی مساوات اس شکل میں  الفاظ  ہیں۔ دوسرےوی تفرقی مساوات کہتے تو اس مساوات کو خطی جز خطی ہوں       

  ہوتی ہے

 (   )   (   )   (   )   (   ) 
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ور                    مثال کے یے مساوات  کی خطی جزوی تفرقی رتبے دونوں پہلے           ا

 ۔ہیں

b)  مساواتجزوی تفرقی نصف خطی(Semi-Linear Partial Differential Equations):  تفرقی کی جزوی  رتبے پہلے 

(         ) مساوات  ور    اگر  میں    ور  خطی ہوں   ا ور   ا ور   کے ضریب     ا تفاعل ہوں  ا تو اس  کے ہی 

ہوتی ہے  نصف الفاظ  میں وی تفرقی مساوات کہتے ہیں۔ دوسرےخطی جز نصفمساوات کو  خطی جزوی تفرقی مساوات اس شکل میں 

 (   )   (   )   (     ) 

ور                 مثال کے یے       ا
    

  
خطی جزوی تفرقی مساوات نصف کی  رتبے دونوں پہلے   

 ۔ہیں

c)  مساواتتفرقی  جزوی قواصی خطی(Quasi-Linear Partial Differential Equations):  کی جزوی تفرقی   رتبے پہلے

(         ) مساوات  ور    یہ کہلاتی ہے اگر قواصی خطی جزوی  تفرقی مساوات    ور  وہ خطی ہوں میں    ا اس شکل میں  ا

 ہو 

 (     )   (     )   (     ) 

کے یے ور              مثال   -قواصیکی  رتبے دونوں پہلے          (     )  (     )ا

 ۔خطی جزوی تفرقی مساوات ہیں

d) مساوات جزوی تفرقی غیر خطی(Non-Linear Partial Differential Equations):  کی جزوی تفرقی  مساوات  رتبے پہلے

 (         ) ور    یہ کہلاتی ہے اگر خطی جزوی  تفرقی مساواتغیر    ۔نہ خطی میں    ا  ہو

یے ور                         مثال کے   ۔جزوی تفرقی مساوات ہیں غیر خطیکی  رتبے پہلے  سبھی      ا

 (Formation of Partial Differential Equations)جزوی تفرقی مساوات کی تشکیل   13.2.4

اخراج سےتشکیل  13.2.4.1  (Formation by Elimination of Arbitrary Constant)اختیاری مستقل کے 

(         ) مان لو کہ   ور  مساوات ہے ، جہاں  ئیکو     ور     اتمتغیر دو غیر تابع  ۔ مان لو کہ  ہیں تاختیاری مستقلا   ا  کا  ا

 اب  تفاعل ہے۔ ایک

 (3).....     (         )    

ور بہ لحاظ   کو بہ لحاظ ( 3) مساوات  ہمیں حاصل ہوتا ہےتفرق کرنے پرالگ الگ  (Partially)جزوی طور پر   ا
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   (2a)...  یا

  

  
  

  

  
   

ور     ...(2b)   طرحاسیا

  

  
  

  

  
   

ور  (3) مساوات )a2)ا  ،)b2)  ہے کی مدد سے اختیاری مستقلات کو ہٹا کر  درجہ ذیل مساوات حاصل ہوتی 

 (3).....     (         )    

  کی جزوی تفرقی مساوات ہے۔ رتبے جو کہ پہلے 

تفرقی مساوات کا  صل جزوی  سے حا غیر تابع متغیر سے زیادہ اختیاری مستقل موجود ہوں تو اس  سے زیادہ رتبہ  نوٹ: اگر کسی مساوات میں  ایک 

درجہ ذیل تین نتائج پر پہنچتے ہیں:ہوتا ہے۔  اس طرح ہم 

د اختیاری مستقلا .3 کی جزوی تفرقی  رتبے پہلے ہمیں ایک سے زیادہ  سے زیادہ ہوتی ہے تو  تجب کسی مساوات میں غیر تابع متغیر کی تعدا

ور کوئی   مساوات حاصل ہوتی ہیں۔مثال کے یے اگر  اختیاری مستقل ہو ا

(3).....             

                                                                   
  

  
   

  

  
   

میں   (3)  مساوات 

  

  
 رکھنے پر    

   
  

  
   

مساوات  

  

  
ور        ا

  

  
 دی گئی مساوات کے یے جزوی تفرقی  مساوات ہیں۔   

د کے برابر  ہو .2 د اختیاری مستقل  کی تعدا جزوی (Unique) یکتا  کی تی ہے تو ہمیں پہلے رتبےجب کسی مساوات میں غیر تابع متغیر کی تعدا

گرہوتی ہےتفرقی مساوات حاصل  ور    ۔مثال کے یے ا ور ںہو تاختیاری مستقلا  ا  ا

(3).....                

                                                                    
  

  
     

  

  
   

                                                                                   
  

  
 
  

  
   

 اس یے 

  

  
 
  

  
یے    ۔قی  مساوات ہےجزوی تفر یکتا دی گئی مساوات کے 
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د اختیاری مستقلا .1 د سے کم  ہوتی ہے تو ہمیں  تجب کسی مساوات میں غیر تابع متغیر کی تعدا جزوی تفرقی  کی رتبہ  ایک سے زیادہ  کی تعدا

ور    ،  مساوات حاصل ہوتی ہے۔مثال کے یے اگر  ور تاختیاری مستقلا  ا ا  ہوں 

(3).....                 

ور   بہ لحاظ دو بار اس مساوات کو  کرنے پر  جزوی تفرق  بہ لحاظ  دو بار ا

(2).....                                                                           
  

  
      

(1).....                                                                   
   

   
   

ور    ا

(4).....                                                                           
  

  
      

(5).....                                                                    
   

   
   

 جزوی تفرق کرنے پر  کو بہ لحاظ  (2) مساوات

(6).....                                                                     
   

    
   

ور مساوات  سے   میں  (2)مساوات   سے ضرب کرنے پر   میں  (4)ا

(7).....                                                                       
  

  
        

(8).....                                                                       
  

  
        

ور( 7) مساوات  سے( 8) ا

                                                   
  

  
  

  

  
 (         )      

ور( 1) مساوات  سے کی مدد (4) ا

(9).....                                                      
  

  
  

  

  
     

   

    
 

ور( 5(، )1)تین جزوی تفرقی مساواتیں طرح ہمیں اس  ۔ہیں وی تفرقی  مساواتیںجز   کی دوسرے رتبے تمام ۔ یہحاصل ہوتی ہیں (9) ا

ور   ۔ اختیاری مستقلات 3مثال  ۔دیجیےسے جزوی  تفرقی مساوات کی تشکیل                ساقط کر کےکو    ا

 دی گئی مساوات ہےحل۔ 

(3).....                   

ور بہ لحاظ    اس مساوات کو بہ لحاظ  جزوی تفرق کرنے پر  ا
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ور       ا

  

  
   

ور      میں درج کرنے پر (3)یہ قیمتیں مساوات  کی   ا

   
  

  
  

  

  
 (

  

  
)
 

 (
  

  
)
 

 

  کی جزوی تفرقی مساوات ہے۔کہ پہلے رتبے جو

ور   ۔ اختیاری مستقلات 2مثال  ۔یجیےدتشکیل  جزوی  تفرقی مساوات کو سے  (   )  (   )   کےکرساقط کو    ا

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

(3).....       (   )  (   )  

ور بہ لحاظ    لحاظاس مساوات کو بہ   جزوی تفرق کرنے پر  ا

                                                                    
  

  
  (   ) 

ور       ا

  

  
  (   ) 

سے ن مساواتوں  ور      ا  میں درج کرنے پر (3)یہ قیمتیں مساوات  کی     ا

  (
 

 

  

  
)
 

 (
 

 

  

  
)
 

 

                                                               (
  

  
)
 

 (
  

  
)
 

 

ور دوسرے درجے رتبےپہلے  دی گئی مساوات کے یے  کہ جو  کی جزوی تفرقی مساوات ہے۔ ا

اختیاری مستقلات 1مثال ور   ۔  یل ضابطوںکےکرساقط کو    ا  کرو:تشکیل جزوی  تفرقی مساوات  کے یے درجہ ذ

(i)    (   )    

(ii)            

(iii)             

(iv)   (   )(   ) 

 حل۔

(i) دی گئی مساوات ہے 
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(3).....        (   )    

ور بہ لحاظ    اس مساوات کو بہ لحاظ  جزوی تفرق کرنے پر  ا

                                                                                  
  

  
   

ور       ا

  

  
   

 اس یے 

                                                                                  
  

  
 
  

  
 

ور  رتبےکہ دی گئی مساوات کے یے  پہلے  جو  کی جزوی تفرقی مساوات ہے۔  درجےپہلےا

(ii) دی گئی مساوات ہے 

(3).....                

ور بہ لحاظ    اس مساوات کو بہ لحاظ  جزوی تفرق کرنے پر  ا

                                                                                  
  

  
   

ور       ا

  

  
   

ور   نے پر (3)یہ قیمتیں مساوات  کی   ا درج کر  میں 

   
  

  
  

  

  
 (
  

  
) (
  

  
) 

ور پہلے رتبےکہ دی گئی مساوات کے یے  پہلے  جو  کی جزوی تفرقی مساوات ہے۔  درجےا

(iii) ی گئی مساوات ہےد 

(3).....                 

ور بہ لحاظ    اس مساوات کو بہ لحاظ  جزوی تفرق کرنے پر  ا

(2).....                                                                                        
  

  
   

ور       (3)....  ا

  

  
      

 میں درج کرنے پر (3)مساوات  یہ قیمت کی  

  

  
  (

  

  
)
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ور  رتبےکہ دی گئی مساوات کے یے  پہلے  جو  کی جزوی تفرقی مساوات ہے۔ دوسرے درجےا

(iv) دی گئی مساوات ہے 

(3).....       (   )(   ) 

ور بہ لحاظ    اس مساوات کو بہ لحاظ  جزوی تفرق کرنے پر  ا

                                                                          
  

  
     

ور       ا

  

  
     

ن مساواتوں سے  ور     ا  میں درج کرنے پر (3)یہ قیمتیں مساوات  کی     ا

  (
  

  
) (
  

  
) 

ور  رتبےجو کہ دی گئی مساوات کے یے  پہلے   کی جزوی تفرقی مساوات ہے۔  درجےپہلےا

ور   ۔ اختیاری مستقلات 4مثال         ساقط کر کےکو    ا
 

 
۔سے جزوی  تفرقی مساوات کی           تشکیل کرو

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

(3).....            
 

 
        

ور بہ لحاظ    اس مساوات کو بہ لحاظ  جزوی تفرق کرنے پر  ا

(2).....                                                                                  
  

  
     

ور    (3)....  ا

  

  
               (     ) 

 میں درج کرنے پر (3)یہ قیمت مساوات  کی    

  

  
 
  

  
(  

  

  
) 

  

  
  

  

  
 (
  

  
)
 

 

 جزوی تفرقی مساوات ہے۔ کہ دی گئی مساوات کے یے  ضروری جو



269 

 

اختیاری مستقلات 5مثال ور   ۔  کےکو    ا تشکیل         (   )  (   ) ساقط کر  سے جزوی  تفرقی مساوات کی 

 کرو۔

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

(3).....     (   )  (   )        

ور بہ لحاظ    اس مساوات کو بہ لحاظ  جزوی تفرق کرنے پر  ا

                                                                    (   )     
  

  
   

                                                                                  (   )     
  

  
 

ور (   )      ا     
  

  
   

                                                                                  (   )     
  

  
 

ور        میں درج کرنے پر (3)یہ قیمتیں مساوات  کی     ا

                                               (   
  

  
)
 

 (   
  

  
)
 

       

                                                  {( 
  

  
)
 

 ( 
  

  
)
 

  }     

 جزوی تفرقی مساوات ہے۔ مطلوبہکہ دی گئی مساوات کے یے جو

اختیاری مستقلات 6مثال ور   ۔  ۔ (    )(    )   ساقط کر کےکو    ا  سے جزوی  تفرقی مساوات کی تشکیل کرو

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

(3).....       (    )(    ) 

ور بہ لحاظ    اس مساوات کو بہ لحاظ  جزوی تفرق کرنے پر  ا

                                                                          
  

  
   (    ) 

                                                                
 

  

  

  
      

ور      ا

  

  
   (    ) 
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ور         میں درج کرنے پر (3)یہ قیمتیں مساوات  کی      ا

  (
 

  

  

  
) (
 

  

  

  
) 

                                                              (
  

  
) (
  

  
) 

 جزوی تفرقی مساوات ہے۔مطلوبہ جو کہ دی گئی مساوات کے یے  

اختیاری مستقلات 7مثال ور   ۔  ۔             ساقط کر کےکو    ا  سے جزوی  تفرقی مساوات کی تشکیل کرو

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

(3).....                 

ور بہ لحاظ    اس مساوات کو بہ لحاظ  جزوی تفرق کرنے پردو بار   ا

                                                                           
  

  
            

                                                                    
   

   
              

ور  ا

                                                                           
  

  
            

                                                                     
   

   
             

 اس طرح

                                                                        
   

   
  

   

   
 

                                                       
   

   
 
   

   
   

 جزوی تفرقی مساوات ہے۔مطلوبہ جو کہ دی گئی مساوات کے یے  

اس کے  ہے۔ (Coincide)چھوتی  کومحور – z ،(Axis)جن کی محور  کے سٹ (Right Circular Cones)بلئم دائری مقروطتمام ۔ 8مثال

کریے۔  یے جزوی تفرقی مساوات حاصل 
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کی محور  کے سٹ بلئم دائری مقروط  تمامحل۔  ویہ  (Coincide)چھوتی  محور کو– z ،(Axis)جن  ور جس کا  نصف عمودی ذا ور ϕہے ا   جس کاا

س  درجہ ذیل ہوتی ہے (General Equation)ہے، کی عام مساوات (     )  (Vertex)یا چوٹی را

 ...... (1)         (   )       

ور   جہاں    ہیں۔ تاختیاری مستقلا  ا

ور بہ لحاظ    اس مساوات کو بہ لحاظ  جزوی تفرق کرنے پردو بار   ا

    (   )
  

  
      

  ...... (2)                                                                      (   )     
  

  
 

ور  ا

    (   )
  

  
      

 ...... (3)                                                                      (   )     
  

  
 

 سے تقسیم دین پر (1) کو مساوات( 2) مساوات

 

 
 

  
  
  
  

 

                                                                        
  

  
  

  

  
 

 جزوی تفرقی مساوات ہے۔مطلوبہ جو کہ دی گئی مساوات کے یے  

ل س  کا جن مقروط  تمامکہ  ثابت کرو ۔ 9مثا مساوات  کی ،پر ہو (Origin)مبدا (Vertex)یا چوٹی را  ۔گیہو         جزوی تفرقی 

 درجہ ذیل ہوتی ہے ،یا چوٹی مبدا پر ہے راس  جس کا ،کی عام مساوات مقروط کسی حل۔

 ...... (1)                               

ور بہ لحاظ    اس مساوات کو بہ لحاظ ہیں۔ پیرامیٹرس            جہاں    جزوی تفرق کرنے پر  ا
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 ...... (2)                                                                                    

ور  ا

                                             
  

  
    

  

  
        

  

  
       

 ...... (3)                                                                                    

ور  کو ( 2) مساوات  پر جمع کر نے  ضرب دےکر  سے  کو(1) مساواتسے ا

         (                    )  (        )(     )    

                               (           )  (        )(     )    

                                     (        )  (        )(     )    

                                                                    (        )(       )    

 جزوی تفرقی مساوات ہے۔مطلوبہ جو کہ دی گئی مساوات کے یے  

ل ور   اختیاری مستقلات  درجہ ذیل ضابطوں سے۔10مثا  جزوی  تفرقی مساوات کی تشکیل کرو: ساقط کر کےکو    ا

(i)    
  

  
 
  

  
 

(ii)    (    )    

 حل۔

(i) دی گئی مساوات ہے 

 ...... (1)       
  

  
 
  

  
 

ور بہ لحاظ    اس مساوات کو بہ لحاظ  جزوی تفرق کرنے پر  ا

                                                                              
  

  
 
  

  
 

...... (2)                                                                             
  

  
 

ور  ا

                                                                              
  

  
 
  

  
 

...... (3)                                                                             
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ور ( 2) مساوات  کو جمع کر نے  پر(1) مساواتا

                                                                                          

 جزوی تفرقی مساوات ہے۔مطلوبہ جو کہ دی گئی مساوات کے یے  

(ii) ی گئی مساوات ہےد 

 ...... (1)       (    )    

ور بہ لحاظ    اس مساوات کو بہ لحاظ  جزوی تفرق کرنے پر  ا

                                                                           
  

  
   (    ) 

...... (2)                                                                                   (    ) 

ور  ا

                                                                               
  

  
  (    ) 

...... (3)                                                                                     (    ) 

ور ( 2) مساوات  سے(1) مساواتا

                                                                                              
 

 
   

 کی قدر  درج کرنے پر    میں( 1)مساوات 

                                                                                        
 

 
    

                                                                                                

 جزوی تفرقی مساوات ہے۔مطلوبہ جو کہ دی گئی مساوات کے یے  

ل ور  ،  ۔ اختیاری مستقلات 11مثا (   )    ساقط کر کےکو    ا   (   ) سے جزوی  تفرقی مساوات        

 کرو۔کی تشکیل 

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

(3).....      (   )   (   )        

ور بہ لحاظ    ،  اس مساوات کو بہ لحاظ  جزوی تفرق کرنے پر  ا
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ور  ا

                                                                                      
  

  
    

 ہم جانتے ہیں کہ

                                                     (   )  (   )      

 

                                                          (
  

  
)
 

 (
  

  
)
 

  
  

  
 

 جزوی تفرقی مساوات ہے۔مطلوبہ جو کہ دی گئی مساوات کے یے  

ل ور  ۔ اختیاری مستقلات 12مثا (    )    ساقط کر کےکو    ا ۔          سے جزوی  تفرقی مساوات کی تشکیل کرو

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

(3).....       (    )         

ور بہ لحاظ   اس مساوات کو بہ لحاظ  جزوی تفرق کرنے پر  ا

                                                                                     
 
  
  

    
   

                                                                                             
  

  
  
  

 

ور  ا

                                                                                     
 
  
  

    
   

                                                                                             
  

  
  

 
 

 اس یے
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                                                          (
  

  
  ) (  

  

  
)     

                                                 
  

  
(  

  

  
)     

  

  
    

                                                                      
  

  
(  

  

  
)   

  

  
 

 جزوی تفرقی مساوات ہے۔مطلوبہ  یے  جو کہ دی گئی مساوات کے

ل ور  ،  ۔ اختیاری مستقلات 13مثا  ساقط کر کےکو    ا

  

  
 
  

  
 
  

  
۔     سے جزوی  تفرقی مساوات کی تشکیل کرو

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

(3).....     

  

  
 
  

  
 
  

  
   

ور بہ لحاظ    اس مساوات کو بہ لحاظ  کرنے پرجزوی تفرق   ا

                                                                                
  

  
 
  

  
  

  
   

.....(2)                                                                                    
  

  
   

ور  ا

                                                                                
  

  
 
  

  
  

  
   

.....(3)                                                                                    
  

  
   

ور      بہ لحاظکو (2)مساوات  ور ایک  کو بہ لحاظ  (1)مساوات ا ہوگا جزوی تفرق کرنے پرمرطبہ  ا  ہمیں حاصل 

.....(4)                                                                   { 
   

   
 (

  

  
)
 

}    

ور  ا
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.....(5)                                                                  { 
   

   
 (

  

  
)
 

}    

ور مساوات  (2)مساوات   سے (4)ا

                                          
   

  
  
 

   { 
   

   
 (
  

  
)
 

}    

                                                    
 

 

  

  
  

   

   
 (
  

  
)
 

   

.....(6)                                                         
  

  
   

   

   
  (

  

  
)
 

   

ور مساوات ( 1)اسی طرح مساوات   سے( 5)ا

.....(7)                                                        
  

  
   

   

   
  (

  

  
)
 

   

 جزوی تفرق کرنے پر  کو  بہ لحاظ  (2)مساوات اب 

                                                         { 
   

    
 
  

  

  

  
}    

 

.....(8)                                                                     
   

    
 
  

  

  

  
   

)6) مساواتیں ور  (7(،   ۔جزوی تفرقی مساوات ہیں ممکنہدی گئی مساوات کے یے   (8)ا

ل ۔کے یے (Planes) مستویوں تمامدوری پر موجود  (Constant) مستقل ۔ مبدا سے ایک14مثا تفرقی مساوات کی تشکیل کرو  جزوی  

ذیل  مساواتکی  (Planes) مستویوںپر   دوری (Constant)مستقلمبدا سے ایک  فرض کرو کہحل۔   ہے درجہ 

(3).....                

ورسطح پر عمودی سمتی کوسائنس   اس طرح سے ہیں کہ  (Direction Cosines)ا

(2).....                

ور بہ لحاظ    کو بہ لحاظ(1)مساوات   جزوی تفرق کرنے پر  ا

                                                                               
  

  
   

.....(3)                                                                                               
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ور  ا

                                                                             
  

  
   

.....(4)                                                                                                          
  

  
 

ور    میں( 2)مساوات   کی قیمتیں رکھنے پر   ا

                                        (  
  

  
)
 

 (  
  

  
)
 

      

                                         { (
  

  
)
 

 (
  

  
)
 

  }     

                                                                                        { (
  

  
)
 

 (
  

  
)
 

  }

    

 

ور مساوات ( 3)مساوات   سے( 4)ا

                                                                                               { (
  

  
)
 

 (
  

  
)
 

  }

    
  

  
 

                                                                                             { (
  

  
)
 

 (
  

  
)
 

  }

    
  

  
 

ور     ، میں( 1)مساوات   کی قیمتیں رکھنے پر  ا

     { (
  

  
)
 

 (
  

  
)
 

  }

    

(
  

  
  

  

  
   )    

                                                            
  

  
  

  

  
      √(

  

  
)
 

 (
  

  
)
 

   

                                                                                                  √        

 جزوی  تفرقی مساوات ۔کے یے (Planes)سطحوں تمامدوری پر موجود  (Constant)مبدا سے مستقل جو کہ 

 ۔ہے  (   )         جزوی تفرقی مساوات کے یے      سے(   )         کہ    ثابت کرو۔35لمثا

 دی گئی مساوات ہےحل۔ 

(3).....              (   ) 

ور  مساوات کو بہ لحاظ من درجہ بالا  جزوی تفرق کرنے پر  ا
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ور   میں( 1)مساوات   کی قیمتیں رکھنے پر  ا

         (   ) 

  جزوی تفرقی مساوات ہے۔مطلوبہ جو کہ دی گئی مساوات کے یے  

  

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 13.3

ئی اس  کی بنیادی جانکاری  نے آاکو پڑھنےکے  د آ  اکا ور اس کی مختلف اقسام  ور کسی مساوات  جزوی تفرقی مساوات کی تعریف ا حاصل کی ا

 ۔ کر کے جزوی تفرقی مساوات کو تشکیل کرنا سیکھا  ساقطمستقلات کو  اختیاریسے

 (Key Words)کلیدی الفاظ 13.4

 خطی جزوی تفرقی مساوات قواصی  نصف  خطی تفرقی مساوات،  جزوی تفرقی مساوات،  خطی، غیر خطی،

 (Model Examination Questions) نمونہ امتحانی سوالات 13.5

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات کے حامل سوالات 13.5.1

ور غیر خطی جزوی  .3  تفرقی مساواتوں کی تعریف کرو۔ خطی ا

ور درجہ رتبے   جزوی تفرقی مساوات کےکسی  .2  کی تعریف کرو۔ ا

1.       
    

  
 (T/F)      نصف خطی جزوی تفرقی مساوات ہے۔

(         ) مساوات  .4 ور    کہلاتی ہے اگر یہ  جزوی  تفرقی مساوات.............. ایک   ور میں خطی ہوں   ا  اس ا

 ۔ہو (     )   (     )   (     ) شکل  کی  

تفرقی مساوات ہیں خطی کی رتبے دونوں پہلے        .5  (T/F)      ۔جزوی 

صیکی  پہلے رتبے        (     )  (     ) مساوات .6  (T/F)۔ہےخطی جزوی تفرقی مساوات -قوا
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د اختیاری مستقل  سے .7 جزوی تفرقی مساوات  ایک کی زیادہ ہوتی ہے تو ہمیں پہلے رتبے جب کسی مساوات میں غیر تابع متغیر کی تعدا

۔  (T/F)          حاصل ہوتی ہیں

ہے تو ہمیں ایک سے زیادہ   .8 ہوتی  د سے کم   کی تعدا مستقل   د اختیاری  تعدا غیر تابع متغیر کی  کی جزوی  رتبے جب کسی مساوات میں 

 (T/F)        تفرقی مساوات حاصل ہوتی ہے۔

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات 13.5.2

ور  اختیاری مستقلات  .3        ساقط کر کےکو    ا
 جزوی  تفرقی مساوات کی تشکیل کرو۔ سے        

ور  اختیاری مستقلات  .2  جزوی  تفرقی مساوات کی تشکیل کرو۔ سے           ساقط کر کےکو    ا

ور  اختیاری مستقلات  .1    )    ساقط کر کےکو    ا
 

 
  )

 

 جزوی  تفرقی مساوات کی تشکیل کرو۔ سے 

ور  ، اختیاری مستقلات  .4  جزوی  تفرقی مساوات کی تشکیل کرو۔ سے               ساقط کر کےکو    ا

ور  اختیاری مستقلات  .5  جزوی  تفرقی مساوات کی تشکیل کرو۔ سے               ساقط کر کےکو    ا

ور  اختیاری مستقلات  .6  جزوی  تفرقی مساوات کی تشکیل کرو۔ سے              ساقط کر کےکو    ا

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات 13.5.3

ن  .3 ور جس کانصف  (Plane)مستوی   جزوی تفرقی مساوات حاصل کرو جن کا مرکز کے یے (Spheres)ںہوکر تماما پر ہو ا

۔ 4قطر   ہو

ور  .2 ۔مستوی   بنانے والی (Intercept)مقطوعہ یکساں پر  محاور  ا  کی جزوی تفرقی مساوات حاصل کریے

ن   .1 ن کے یے کرہوا ا ور جس کا نصف  پر       مستویجزوی تفرقی مساوات حاصل کرو جس کا مرکزں کے اندا ہوا

 ہو۔ 7قطر 

4. zحاصل کرو۔ ں کے یے جزوی تفرقی مساوات کرہو تمام ۔محور  پر مرکز والے 

 

  جوابات:
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13.5.1 

1. T 

 قواصی خطی .4

5. F 

6. T 

7. F 

8. T 

13.5.2 

3. 
   

   
 
  

  
 

2.  
  

  
  

  

  
    

1.   (
  

  
) (

  

  
) 

4.   
   

   
    

   

    
   

   

   
    

5.             
  

  
      

  

  
  (

  

  
) (

  

  
)   

6.  (   
  

  
  

  

  
)    

13.5.3 

3. (   ) (       )    (   )  

2.       

1. (   ) (       )    (   ) 

4.         

بیںمزید مطا 13.7 یے تجویز کردہ کتا  (Suggested Books for Further Readings)لعے  کے 

1. Ordinary and Partial Differential Equations-   Rai Singhania, S.Chand & Co.,  New Delhi 
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 -IIجزوی تفرقی مساواتوں کی تشکیل ۔14ئیاکا

Formation of Partial Differential Equations - II)) 

 

 کے اجزا ئیاکا

 تمہید     14.0

 مقاصد    14.1

 جزوی تفرقی مساواتیں     14.2

 جزوی تفرقی مساواتوں کی تشکیلاختیاری تفاعل کے اخراج سے   14.2.1 

 ئجاکتسابی نتا    14.3

 الفاظکلیدی     14.4

 نمونہ امتحانی سوالات    14.5

  معروضی جوابات کے حامل سوالات  14.5.1 

 مختصر جوابات کے حامل سوالات  14.5.2 

 طویل جوابات کے حامل سوالات  14.5.3 

 کتابیںکردہ  تجویزلعے  کے یے مزید مطا    14.6
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 (Introductions)تمہید   14.0

 دیناکی تشکیل  اسحاصل کی اور اختیاری مستقلات کے اخراج سے  معلومات اکائی یں  م  ے  جزوی تفرقی مساوات کی نیاددی گزشتہ 

 اس اکائی یں  م  جزوی تفرقی مساوات کی تشکیل اختیاری تفاعلات کے اخراج سے حاصل کرنا سیکھیں گے۔ ۔ہے سیکھا 

 (Objectives)مقاصد   14.1

کے کر ساقط  کے عد  پ  اس ابل  ہو ائیں  گے ہ  جزوی تفرقی مساواتوں کی تشکیل اختیاری تفاعلات و کے مکمل ہوے  اس اکائی 

 ۔کر سکیں

 (Formation of Partial Differential Equations)کی تشکیل جزوی تفرقی مساوات   14.2

 اختیاری تفاعل کے اخراج سے جزوی تفرقی مساواتوں کی تشکیل  14.2.1

(Formation of Partial Differential Equations by Elimination of Arbitrary Functions) 

(   ) مان لو ہ     ۔ایک اختیاری تفاعل ہے    ت یں  اورتفاعلا کے  اور     ، اتمتغیر غیر تابع   اور  مساوات ہے ، جہاں   ئیو    

 اب 

 (1).....    (   )    

 ہمیں حاصل ہوتا ہےتفرق کرے  پرالگ الگ  (Partially) جزوی طور پر  اور بہ لحاظ   و بہ لحاظ ( 1) مساوات

 (2).....                                  
  

  
(
  

  
 

  

  

  

  
)  

  

  
(
  

  
 

  

  

  

  
)    

 (3).....                                  
  

  
(
  

  
 

  

  

  

  
)  

  

  
(

  

  
 

  

  

  

  
)    

سے  (3)اور  (2) مساوات

  

  
ور ا 

  

  
  ے  پرو ہٹا  

                       (
  

  
 

  

  
 ) (

  

  
 

  

  
 )  (

  

  
 

  

  
 ) (

  

  
 

  

  
 )    

                                                 (
  

  

  

  
 

  

  

  

  
)   (

  

  

  

  
 

  

  

  

  
)  

  

  

  

  
 

  

  

  

  
 

 (4).....           

 جہاں 
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  کی جزوی تفرقی مساوات ہے۔ رتبےپہلے  (4)مساوات 

 ۔دو  سے زیادہ ہوگاموجود ہوں تو اس سے حاصل جزوی تفرقی مساوات کا رتبہ  تفاعلاتاختیاری  دو نوٹ: اگر کسی مساوات یں  

 سمجھتے یں ۔ اب م  کچھ مثالوں سے  اختیاری تفاعل کے اخراج سے جزوی تفرقی مساوات حاصل کرنا 

 سے جزوی  تفرقی مساوات کی تشکیل کرو۔ (   )       ساقط کرکےو     تفاعل۔ اختیاری 1مثال

 دی گئی مساوات ہےحل۔ 

(1).....          (   )  

 جزوی تفرق کرے  پر  اور بہ لحاظ    اس مساوات و بہ لحاظ

                                                                     
  

  
    

 

  
* (   )+  (  ) 

(2).....                                                                      
  

  
       (   ) 

 اور

                                                                  
  

  
      (   )     

 

  
 (   ) 

(3).....                                                                 
  

  
      (   )       (   ) 

 سے (3)اور ( 2، )(1)مساوات  

                                                                  
  

  
    

  

  
 

                                                               
  

  
 

  

  
    

 جزوی تفرقی مساوات ہے۔مطلوبہ   کی ہ  پہلے رتبے جو

(    )    کےکرساقط و   اور     تاختیاری تفاعلا۔ 2مثال  سے جزوی  تفرقی مساوات کی تشکیل کرو۔ (    )  

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

(1).....      (    )   (    )  
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 جزوی تفرق کرے  پر  اور بہ لحاظ    اس مساوات و بہ لحاظ

 (2).....                                               
  

  
     (    )    (    ) 

 اور

(3).....                                           
  

  
      (    )     (    ) 

 جزوی تفرق کرے  پر  و بہ لحاظ  (3) مساوات  اور   و بہ لحاظ(2)مساوات 

(4).....                                                   
   

       (    )     (    ) 

 اور

                                                               
   

         (    )       (    ) 

                                                                           (    )     (    ) 

 سے (4)مساوات 

                                                             
   

   
  

   

   
 

                                            
   

   
 

   

   
    

 

اس یے

   

    
   

  کی مطلوبہ  جزوی تفرقی مساوات ہے۔ے رتبےدوسر       

 سے جزوی  تفرقی مساوات کی تشکیل کرو۔ (     )    کےکرساقط و    اختیاری تفاعل  ۔3مثال

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

(1).....       (     )  

 جزوی تفرق کرے  پر اور بہ لحاظ    اس مساوات و بہ لحاظ

                                                                     
  

  
 

 

  
* (     )+  (  ) 

(2).....                                                                             (     ) 

 اور

                                                                     
  

  
 

 

  
* (     )+  (  ) 

(3).....                                                                              (     ) 
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 سے (3)اور ( 2) مساوات  

                                                                  
 

 
 

 

 
 

                                                         

  کی مطلوبہ  جزوی تفرقی مساوات ہے۔ہ  پہلے رتبے جو

)    ساقط کرکےو    اختیاری تفاعل  ۔4مثال
 

 
 سے جزوی  تفرقی مساوات کی تشکیل کرو۔ (

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

(1).....       (
 

 
)  

 جزوی تفرق کرے  پر اور بہ لحاظ    مساوات و بہ لحاظمن درجہ بالا 

                                                                             
  

  
 

 

  
{ (

 

 
)}  ( 

 

  
) 

(2).....                                                                                  
 

    (
 

 
) 

 اور

                                                                                   
  

  
 

 

  
{ (

 

 
)}  (

 

 
) 

(3).....                                                                                        
 

 
  (

 

 
) 

 سے (3)اور ( 2) مساوات  

                                                                                     
 

 
 

 
 
  

 
 

  
 

 
 

                                                                            

  کی مطلوبہ  جزوی تفرقی مساوات ہے۔ہ  پہلے رتبے جو

)        کےکرساقط و    اختیاری تفاعل ۔ 5مثال
 

 
 سے جزوی  تفرقی مساوات کی تشکیل کرو۔ (     

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

(1).....          (
 

 
     )  

 جزوی تفرق کرے  پر اور بہ لحاظ    اس مساوات و بہ لحاظ

                                                                      
  

  
 

 

  
{  (

 

 
     )}  ( 

 

  
) 
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  (

 

 
     ) 

(2).....                                                                       (
 

 
     ) 

 اور

                                                          
  

  
    

 

  
{  (

 

 
     )}  (

 

 
) 

(3).....                                                                  
 

 
  (

 

 
     ) 

 سے (3)اور ( 2) مساوات  

                                                                 
   

 
 

                                                                
 

  کی مطلوبہ  جزوی تفرقی مساوات ہے۔ہ  پہلے رتبے جو

 ۔یےہٹاو    اختیاری تفاعل  سے (        )            ۔6مثال

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

(1).....             (        )  

 جزوی تفرق کرے  پر اور بہ لحاظ    اس مساوات و بہ لحاظ

                                      
  

  
 

 

  
* (        )+  (     

  

  
) 

 (2).....                                            (    )  (        ) 

 اور

                                 
  

  
 

 

  
* (        )+  (     

  

  
) 

(3).....                                           (    )  (        ) 

 سے (3)اور ( 2) مساوات  

                                                            
     

    
 

    

    
 

  کی مطلوبہ  جزوی تفرقی مساوات ہے۔ہ  پہلے رتبے جو

(              )   ۔7مثال  ۔یےساقط کرو    اختیاری تفاعل  سے   

 حل۔ دی گئی مساوات ہے
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                                                   (              )    

                   فرض کرو ہ 
 اس یے 

(1).....     (   )     

 جزوی تفرق کرے  پر اور بہ لحاظ    اس مساوات و بہ لحاظ

                                            
  

  
(
  

  
 

  

  

  

  
)  

  

  
(
  

  
 

  

  

  

  
)    

                                                   
  

  
(   )  

  

  
(      )    

(2).....                                                        (   )
  

  
  (    )

  

  
   

 اور

                                             
  

  
(
  

  
 

  

  

  

  
)  

  

  
(
  

  
 

  

  

  

  
)    

                                                         
  

  
(   )  

  

  
(      )    

 (3).....                                                       (   )
  

  
  (    )

  

  
   

 سے (3)اور ( 2) مساوات 

                                                                             
    

   
 

    

    
 

 ہے۔ کی مطلوبہ  جزوی تفرقی مساوات ہ  پہلے رتبے جو

(              )     ۔8مثال ساقط و   اور    اختیاری تفاعلات  سے (              )  

 ۔جزوی  تفرقی مساوات کی تشکیل کرو کےکر

 حل۔ دی گئی مساوات ہے

(1).....     (              )   (              )  

 جزوی تفرق کرے  پر  اور بہ لحاظ      بہ لحاظ دو مرتبہ اس مساوات و

      
  

  
   (              )        (              )      

 اور پھر 

 (2)..... 

   

   
    (              )          (              )       

       
  

  
   (              )        (              )      
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 اور پھر 

 (3).....     
   

       (              )          (              )       

 اور

                       
  

  
   (              )(  )    (              )  

 دوبارہ جزوی تفرق کرے  پر

 (4).....     
   

   
    (              )      (              )  

 

 سے (4)اور  (3)، (2)مساوات 

                                                                               
   

    
   

    
 

  

   

    

اس یے

   

    
   

    
 

  

   

  کی مطلوبہ  جزوی تفرقی مساوات ہے۔دوسرے رتبے     

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 14.4

گیے  ت و اررج  کر کے جزوی تفرقی مساوات و تشکیل کرنا یکھتفاعلا اختیاری سےجزوی تفرقی مساوات  پ و پڑھنےکے  عد   اکائی اس 

 ۔ہوں گے

 (Key Words)کلیدی الفاظ 14.5

 ضابطہ اختیاری تفاعل،

 (Model Examination Questions) نمونہ امتحانی سوالات 14.6

 (Objective Answer Type Questionsمعروضی جوابات کے حامل سوالات) 14.6.1

 (T/F)        ۔یں  اگر دو اختیاری تفاعلات ہوں تب اس سے حاصل جزوی تفرقی مساوات کا رطبہ دو سے زیادہ ہوگا کسی ضابطے .1

 (T/F)   ۔ہے        یے جزوی تفرقی مساوات کے  (     )    ضابطہ .2
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(    )    ساقط کرکےو   اور    تفاعلات  .3  ے کی جزوی  تفرقی مساوات حاصلسے (    )  
طب
  ۔ہوگی پہلے ر

           (T/F) 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات 14.6.2

 سے جزوی  تفرقی مساوات کی تشکیل کرو۔ (   )      کرکےساقط و    تفاعلاختیاری  .1

 سے جزوی  تفرقی مساوات کی تشکیل کرو۔ (     )          ساقط کرکےو   اختیاری تفاعل  .2

 سے جزوی  تفرقی مساوات کی تشکیل کرو۔ (     )    ساقط کرکےو   اختیاری تفاعل  .3

 سے جزوی  تفرقی مساوات کی تشکیل کرو۔ (     )       ساقط کرکےو   اختیاری تفاعل  .4

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات 14.6.3

( )     ساقط کرکےو   اور    تفاعلات  .1  ۔کرو حاصل سے جزوی  تفرقی مساوات ( )   

( )    ساقط کرکےو   اور    تفاعلات  .2  حاصل کرو۔ تفرقی مساواتسے جزوی   ( )  

  جوابات:

 جوابات سوالات کے معروضی  14.6.1

1. T 

2. F 

3. F 

 مختصر جوابات کے حامل سوالات کے جوابات 14.6.2

1. 
  

  
   

  

  
 

2.  
  

  
  

  

  
      

3.  
  

  
  

  

  
   

4.  
  

  
  

  

  
      

 

 طویل جوابات کے حامل سوالات کے جوابات 14.6.3
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1.   
   

    
  

  

  
  

  

  
   

2. 
  

  

   

    
 

  

  

   

      

 (Suggested Books for Further Readings)لعے  کے یے تجویز کردہ کتابیںمزید مطا 14.7

1. Ordinary and Partial Differential Equations-   Rai Singhania, S.Chand & Co.,  New Delhi 
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 (کا طریقہ جزوی تفرقی مساواتوں کے حل )لگرانج ۔15ئیاکا

 (Solution of Partial Differential Equations: Lagrange’s Method) 

 کے اجزا ئیاکا

 تمہید    15.0

 مقاصد   15.1

 کی خطی جزوی تفرقی مساوات لگرانج   15.2

  کی خطی جزوی تفرقی مساوات کا حل لگرانج 15.2.1   

 کو حل کرنے کا طریقہ        کا   لگرانج  15.2.2 

 جزوی تفرقی مساواتیںخطی اور غیر خطی    15.4

 ئجاکتسابی نتا   15.5

 الفاظکلیدی    15.6

 نمونہ امتحانی سوالات   15.7

  معروضی جوابات کے حامل سوالات 15.7.1 

 مختصر جوابات کے حامل سوالات 15.7.2 

 حامل سوالاتطویل جوابات کے  15.7.3 

 کتابیںکردہ  تجویزلعے  کے یے مزید مطا   15.8
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 (Introduction)تمہید   15.0

 ریڈیو ،(Brownian Motion)بہت سی عملی صورتحال میں واقع ہوتی ہیں جیسے براؤنین گردش کی جزوی تفرقی مساوات  رتبےپہلے  

و  تقسیم ، مواصلاتی

 

 ککٹ
ی

درحقیقت  خطی  ۔وغیرہ ( Telephonic Traffic)ٹیلی فون ٹریفک، (Noise)نظام میں شور (Communication) ا

طریقہ کو شکیل دینے جزوی تفرقی مساوات کا حل تلاش کر نے کے یے ایک  کی رتبہجزوی تفرقی مساوات کے حل کی نوعیت کو سمجھ کر اعلی 

  سیکھیں گے۔کے طریقہ سے حل حاصل کرنا  لگرانجکی خطی جزوی تفرقی مساوات اور اس کا  لگرانجکی ضرورت ہے۔ اس اکائی میں ہم 

 (Objectives)مقاصد   15.1

 : ہونے کے د آ   کے مکمل اس اکائی 

 ۔ گےئیںہوجاعرف  سے متاکی بنیادی جانکاری کی خطی تفرقی مساوات  لگرانج .1

  کے طریقے کی مدد سےخطی جزوی تفرقی مساواتوں کا حل حاصل کرنا  لگرانج .2
ھ
ی ک
س

 ۔گے ا ئیںج  

 (Lagrange’s Linear Partial Differential Equations) اتجزوی تفرقی مساخطی کی  لگرانج   15.2

  اور    ، ، جہاں کی خطی جزوی تفرقی مساوات کہتے ہیں لگرانجکی  رتبےکو پہلے          جزوی تفرقی مساوات  تعریف:

 کے تفاعلات ہیں۔    ، ،  متغیرات

 مساواتکی خطی تفرقی مساوات کا ایک حل ہے۔  اس یے یہ  لگرانج    مان لو کہ 

(1).....            

 جزوی تفرق کرنے پر  اور بہ لحاظ   کو بہ لحاظ      اب مساوات کی تصدیق کریگا۔

                                                                              
  

  
 
  

  

  

  
   

 یا

(2).....   

  

  
  

  

  
      

  

  
  

  

 

 اور

                                                                               
  

  
 
  

  

  

  
   

 یا
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(3).....   

  

  
  

  

  
      

  

  

  

  

 

 سے (1)مساوات 

                                             ( 
  
  
  
  

)   ( 

  
  
  
  

)    

                                                           
  

  
  

  

  
   

  

  
 

(4).....                                                  
  
  

  

  
  

  

  
   

کے مساوی  (1)کو مساوات  (4)کی تصدیق کرتی ہے۔ اس یے مساوات  (4)اور مساوات  (1)مساوات     ہم کہہ سکتے ہیں کہ   با

(Equivalent) لیا جا سکتا ہے۔ 

 کی خطی جزوی تفرقی مساوات کا حل لگرانج15.2.1  

(Solution of Lagrange’s Linear Partial Differential Equations) 

 (:Theoremقضیہ)

 کی خطی تفرقی مساوات ہے لگرانجہم جانتے ہیں کہ 

(1).....            

 مان لو کہ 

(2).....    𝜙(   )    

(     )  یہاں ۔ایک اختیاری تفاعل ہے 𝜙 حل ہے ، جہاں کا(1)مساوات  (     ) اور      مساوات    

(3).....    

  

 
 
  

 
 
  

 
 

 ضرور ہوگا۔   دو اختیاری تفاعلات ہیں اور کم از کم ایک میں   ،  اور  کے دو غیر تابع حل ہیں

 جزوی تفرق کرنے پر  اور بہ لحاظ   کو بہ لحاظ  (2)مساوات  ثبوت:

                                          
 𝜙

  
(
  

  
 
  

  

  

  
)  

 𝜙

  
(
  

  
 
  

  

  

  
)    

 یا

(4).....   

  

  
(
  

  
  

  

  
)  

  

  
(
  

  
  

  

  
)    
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 اور

                                          
 𝜙

  
(
  

  
 
  

  

  

  
)  

 𝜙

  
(
  

  
 
  

  

  

  
)    

 یا

(5).....   

  

  
(
  

  
  

  

  
)  

  

  
(
  

  
  

  

  
)    

سے (5)مساوات اور  (4)مساوات 

  

  
اور  

  

  
 کو ہٹانے پر 

                                                      ||

  

  
  

  

  

  

  
  

  

  
  

  
  

  

  

  

  
  

  

  

||    

                                                 (
  

  
  

  

  
) (
  

  
  

  

  
)  (

  

  
  

  

  
) (
  

  
  

  

  
) 

(6).....     (
  

  

  

  
 
  

  

  

  
)   (

  

  

  

  
 
  

  

  

  
)  (

  

  

  

  
 
  

  

  

  
)    

(   )𝜙ہم کہہ سکتے ہیں کہ   س سے ا (     ) اب   ہے۔ کا حل (6)مساوات     (     ) اور      کے مشتق لینے پر   

(7).....   

  

  
   

  

  
   

  

  
     

 اور

(8).....   

  

  
   

  

  
   

  

  
     

 اس یے دونوں غیر تابع تفاعلات ہیں،    چوں کہ 

(9).....  

  
  

  

  

  
 
  

  

  

  

 
  

  

  

  

  
 
  

  

  

  

 
  

  

  

  

  
 
  

  

  

  

 

 سے (9)مساوات اور  (3)مساوات 

  
  
  
  
 
  
  
  
  

 
 

  
  
  
  
 
  
  
  
  

 
 

  
  
  
  
 
  
  
  
  

 
   

                                                               

{
  
 

  
 
  

  

  

  
 
  

  

  

  
    

  

  

  

  
 
  

  

  

  
    

  

  

  

  
 
  

  

  

  
   

  

 میں درج کرنے پر( 6)یہ قیمتیں مساوات 
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 (     )     

                   یا

دونوں      اگراس یے

  

 
 
  

 
 
  

 
(   )𝜙ں ب ہو حلغیر تابع کے  ایک اختیاری تفاعل ہے، مساوات  𝜙 جہاں ،  

 کا حل ہے۔        

 مساوات کہتے ہیں۔ (Subsidiaryیا  Auxiliary) معاونکی  لگرانجکے یے  (1) کو مساوات (3)مساوات 

 (        Lagrange’s Method to Solve)کو حل کرنے کا طریقہ        کا   لگرانج 15.2.2

I. کو ذیل شکل میں تبدیل کرتے ہیں خطی جزوی تفرقی مساوات  کی رتبےپہلے  دی گئی        

II.  لکھو جو کہ ذیل ہےمساوات  معاونکی  لگرانجاس مساوات کے یے 

  

 
 
  

 
 
  

 
 

III. کسی مناسب طریقہ سے حل کریے۔ مان لیجیے کہ  مساوات کو  معاون (     ) (     ) اور     اس مساوات کے    

 دو غیر تابع حل ہیں۔

IV. درجہ ذیل میں سے کسی بھی شکل میں ہو سکتا ہے: کاعام حل         مساوات 

(i) 𝜙(   )    

(ii)   𝜙( ) 

(iii)   𝜙( ) 

 ایک اختیاری تفاعل ہے۔𝜙جہاں

 مساوات میں اگر  معاون نوٹ:

ک

ی  

ہ

 

ن

ل حاصل ہوتا ہےجس کو  میں ایک متغیر نہ ہو(Fractions)وںدو کسر  
م
ک

 

ی

یا وہ منسوق ہو جایے، ب ایک 

 سوال کا حل نکال سکتے ہیں۔کے جوڑے کو لے کر ہم دیے گی  ے سانی کے ساتھ حل کر سکتے ہیں۔ اسی طرح دوسرے کسر 

  مساواتوں کو حل کریے:۔ درجہ ذیل خطی جزوی تفرقی 1مثال

(i) 
    

 
        

(ii)       

(iii)         

(iv)                  

(v)                

(vi)            
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(vii)         

(viii)       

(ix)                 

 دیا ہے( i)حل۔

 (1).....    

    

 
        

  تا ہےحاصل ہوہمیں سے مشابہت کرنے پر         کی( 1) مساوات
   

 
           

 مساوات درجہ ذیل ہوگی معاوناس یے دی گئی مساوات  کے یے 

 (2).....    

  

   

 

 
  

  
 
  

  
 

 لینے پر ے کے پہلے دو کسر اس مساوات 

  

   
 

 
  

  
 

                                                                              
  

  
 
  

  
 

 (3).....                                                                          

ل کرنے پر (3)مساوات 
م
ک

 

ی

 کو 

  

 
 
  

 
   

                                                                                 )مان لو(   .....(4) 

 کو لینے پرےکے پہلے اور  خری کسر  (2)مساوات   اب ایک اختیاری مستقل ہے۔   جہاں 

  

   
 

 
  

  
 

 (5).....                                                                             

ل کرنے پر (5)مساوات 
م
ک

 

ی

 کو 
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                                                                                 )مان لو(   .....(6) 

 کا عام حل درجہ ذیل ہوگا  (1)مساواتسے  (6)اور مساوات   (4)مساوات اب  ایک اختیاری مستقل ہے۔   جہاں 

𝜙(           )    

 ایک اختیاری تفاعل ہے۔ 𝜙 جہاں 

 ( دیا ہےii)حل۔

 (1).....          

             ہےحاصل ہوتاہمیں سے مشابہت کرنے پر         کی( 1) مساوات

 مساوات درجہ ذیل ہوگی معاوناس یے دی گئی مساوات  کے یے 

 (2).....     

  

 
 
  

 
 
  

 
 

 لینے پر ےکے پہلے دو کسر  اس مساوات 

  

 
 
  

 
 

 (3).....                                                                               

ل کرنے پر (3)مساوات 
م
ک

 

ی

 کو 

 (4).....                                                                                  

 کو لینے پرےے اور  خری کسر دوسرکے  (2)ایک اختیاری مستقل ہے۔ اب مساوات     جہاں 

 (5).....                                                                                        
  

 
 

ل کرنے پر (5)مساوات 
م
ک

 

ی

 کو 

                                                                                  

                                                                          

 (6).....                                                                      
  

 
   

 کا عام حل درجہ ذیل ہوگا  (1)سے مساوات (6)اور مساوات   (4)اب مساوات  ایک اختیاری مستقل ہے۔   جہاں 

𝜙(    
  

 
)    

 ایک اختیاری تفاعل ہے۔ 𝜙 جہاں 

 ہے ( دیاiii)حل۔

 (1).....            
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            ہے حاصل ہوتاہمیں سے مشابہت کرنے پر         کی( 1) مساوات

 مساوات درجہ ذیل ہوگی معاوناس یے دی گئی مساوات  کے یے 

 (2).....    

  

 
 
  

 
 
  

 
 

 لینے پر  ےکے پہلے دو کسر اس مساوات 

                                                                                  
  

 
 
  

 
 

 (3).....                                                                            

ل کرنے پر (3)مساوات 
م
ک

 

ی

 کو 

 (4).....                                                                               

 کو لینے پر ےے اور  خری کسردوسرکے  (2)ایک اختیاری مستقل ہے۔ اب مساوات     جہاں 

                                                                                  
  

 
 
  

 
 

 (5).....                                                                              

ل کرنے پر (5)مساوات 
م
ک

 

ی

 کو 

 (6).....                                                                               

 کا عام حل درجہ ذیل ہوگا  (1)سے مساوات (6)اور مساوات   (4)اب مساوات  ایک اختیاری مستقل ہے۔   جہاں 

𝜙(          )    

 ایک اختیاری تفاعل ہے۔ 𝜙 جہاں 

 ( دیا ہےiv)حل۔

 (1).....                     

                     ہے حاصل ہوتاہمیں سے مشابہت کرنے پر         کی( 1) مساوات

 مساوات درجہ ذیل ہوگی معاوناس یے دی گئی مساوات  کے یے 
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 (2).....    

  

    
 

  

    
 

  

    
 

 کے پہلے دو کسرے لینے پر  اس مساوات 

                                                                            
  

    
 

  

    
 

 (3).....                                                                   

ل کرنے پر (3)مساوات 
م
ک

 

ی

 کو 

                                                                     

                                                                    
    

    
      

 (4).....                                                                        
    

    
   

 کے دوسرے اور  خری کسرے کو لینے پر (2)ایک اختیاری مستقل ہے۔ اب مساوات     جہاں 

                                                                             
  

    
 

  

    
 

 (5).....                                                                   

ل کرنے پر (5)مساوات 
م
ک

 

ی

 کو 

                                                                       

                                                                     
    

    
      

 (6).....                                                                        
    

    
   

 کا عام حل درجہ ذیل ہوگا  (1)سے مساوات (6)اور مساوات   (4)اب مساوات ایک اختیاری مستقل ہے۔   جہاں 

𝜙(
    

    
 
    

    
)    

 ایک اختیاری تفاعل ہے۔ 𝜙 جہاں 

 اس مساوات کو درجہ ذیل شکل میں لکھ سکتے ہیں                ( دیا ہےv)حل۔

 (1).....            (    ) 

 (    )              ہےحاصل ہوتا  ہمیںسے مشابہت کرنے پر         کی( 1) مساوات

 مساوات درجہ ذیل ہوگی معاوناس یے دی گئی مساوات  کے یے 

 (2).....    

  

  
 

  

   
 

  

 (    )
 

 کسرے لینے پر  اور دوسرےکے پہلے  اس مساوات 
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 (3).....                                                                            

ل کرنے پر (3)مساوات 
م
ک

 

ی

 کو 

                                                                       
  

 
 
  

 
 
  

 
 

                                                                              

 (4).....                                                                                

 کے دوسرے اور  خری کسرے کو لینے پر (2)ایک اختیاری مستقل ہے۔ اب مساوات     جہاں 

                                                                              
  

   
 

  

 (    )
 

                                                                             
  

  
  

 

 
   

 (5).....                                                                    
  

  
 
 

 
   

 اس یےہے۔مساوات یہ ایک خطی تفرقی 

                                                                             
∫
 
 
  
   

 کا حل درجہ ذیل ہوگا( 5) مساوات

                                                                      ( )  ∫        

                                                                       
  

 
   

 (6).....                                                                                

 کا عام حل درجہ ذیل ہوگا  (1)سے مساوات (6)اور مساوات   (4)اب مساوات ایک اختیاری مستقل ہے۔   جہاں 

𝜙(           )    

 ایک اختیاری تفاعل ہے۔ 𝜙 جہاں 
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 ( دیا ہےvi)حل۔

 (1).....               

               ہےحاصل ہوتا  ہمیںسے مشابہت کرنے پر         کی( 1) مساوات

 مساوات درجہ ذیل ہوگی معاوناس یے دی گئی مساوات  کے یے 

 (2).....    

  

  
 
  

  
 
  

  
 

 کے پہلے دو کسرے لینے پر  اس مساوات 

 (3).....                                                                                 
  

  
 
  

  
  

ل کرنے پر (3)مساوات 
م
ک

 

ی

 کو 

                                                                                 
 

 
  

 

 
   

 (4).....                                                                                
   

  
   

 کے دوسرے اور  خری کسرے کو لینے پر (2)ایک اختیاری مستقل ہے۔ اب مساوات     جہاں 

 (5).....                                                                                    
  

  
 
  

  
 

ل کرنے پر (5)مساوات 
م
ک

 

ی

 کو 

                                                                                
 

 
  

 

 
   

 (6).....                                                                                
   

  
   

 کا عام حل درجہ ذیل ہوگا  (1)سے مساوات (6)اور مساوات   (4)اب مساوات ایک اختیاری مستقل ہے۔   جہاں 

𝜙(
   

  
 
   

  
)    

 ایک اختیاری تفاعل ہے۔ 𝜙 جہاں 

 ( دیا ہےvii)حل۔

 (1).....            

            ہے حاصل ہوتاہمیں سے مشابہت کرنے پر         کی( 1) مساوات

 مساوات درجہ ذیل ہوگی معاوناس یے دی گئی مساوات  کے یے 

 (2).....    

  

 
 
  

 
 
  

 
 

 کے پہلے دو کسرے لینے پر  اس مساوات 
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 (3).....                                                                                 
  

 
 
  

 
  

ل کرنے پر (3)مساوات 
م
ک

 

ی

 کو 

                                                                                            

                                                                         

 (4).....                                                                                     
 

 
   

 کے دوسرے اور  خری کسرے کو لینے پر (2)ایک اختیاری مستقل ہے۔ اب مساوات     جہاں 

 (5).....                                                                                    
  

 
 
  

 
 

ل کرنے پر (5)مساوات 
م
ک

 

ی

 کو 

                                                                                            

                                                                         

 (6).....                                                                             
 

 
   

 کا عام حل درجہ ذیل ہوگا  (1)سے مساوات (6)اور مساوات   (4)اب مساوات ایک اختیاری مستقل ہے۔   جہاں 

𝜙(
 

 
 
 

 
)    

 ایک اختیاری تفاعل ہے۔ 𝜙 جہاں 

 ( دیا ہےviii)حل۔

 (1).....          

            ہےحاصل ہوتا ہمیں سے مشابہت کرنے پر         کی( 1) مساوات

 مساوات درجہ ذیل ہوگی معاوناس یے دی گئی مساوات  کے یے 

 (2).....    

  

 
 
  

 
 
  

 
 

 کے پہلے دو کسرے لینے پر  اس مساوات 

 (3).....                                                                               

ل کرنے پر (3)مساوات 
م
ک

 

ی

 کو 

 (4).....                                                                                  
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 کے دوسرے اور  خری کسرے کو لینے پر (2)ایک اختیاری مستقل ہے۔ اب مساوات     جہاں 

 (5).....                                                                                    

ل کرنے پر (5)مساوات 
م
ک

 

ی

 کو 

 (6).....                                                                                  

 کا عام حل درجہ ذیل ہوگا  (1)سے مساوات (6)اور مساوات   (4)اب مساوات ایک اختیاری مستقل ہے۔   جہاں 

𝜙(       )    

 ایک اختیاری تفاعل ہے۔ 𝜙 جہاں 

 ( دیا ہےix)حل۔

 (1).....                    

                    ہے حاصل ہوتاہمیں سے مشابہت کرنے پر         کی( 1) مساوات

 مساوات درجہ ذیل ہوگی معاوناس یے دی گئی مساوات  کے یے 

 (2).....    

  

  
 
  

  
 

  

       
 

 کے پہلے دو کسرے لینے پر  اس مساوات 

  

  
 
  

  
 

 (3).....                                                               
  

 
 
  

 
   

ل کرنے پر (3)مساوات 
م
ک

 

ی

 کو 

                                                                             

                                                                            
 

 
      

 (4).....                                                                             
 

 
   

 کے دوسرے اور  خری کسرے کو لینے پر (2)ایک اختیاری مستقل ہے۔ اب مساوات     جہاں 
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 درج کرنے پر       سے( 4)مساوات 

                                                                            
  

  
 

  

          
 

 (5).....                                                                      
  

    
 

ل کرنے پر (5)مساوات 
م
ک

 

ی

 کو 

                                                                                       (    )    

 (6).....                                                          (  
  

 
)    

 کا عام حل درجہ ذیل ہوگا  (1)سے مساوات (6)اور مساوات   (4)اب مساوات  ایک اختیاری مستقل ہے۔   جہاں 

𝜙(
 

 
      (  

  

 
))    

 ایک اختیاری تفاعل ہے۔ 𝜙 جہاں 

(     )(     )   ۔ مساوات 2مثال  کو حل کریے۔   

 دی گئی مساوات ہے حل۔

 (     )(     )     

 کی شکل میں بدل نے پر          اس مساوات کو

 (1).....       (     )     (     )     

      (     )      (     )    ہمیں ملتا ہےسے مشابہت کرنے پر         کی( 1) مساوات

 مساوات درجہ ذیل ہوگی معاوناس یے دی گئی مساوات  کے یے 

 (2).....    

  

  (     )
 

  

   (     )
 
  

  
 

 کے پہلے دو کسرے لینے پر  اس مساوات 

                                                               
  

  (     )
 

  

   (     )
 

 (3).....                                                                 
  

 
 
  

 
    

ل کرنے پر (3)مساوات 
م
ک

 

ی

 کو 

                                                                             

                                                                                 

 (4).....                                                                                       
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 پر  اور  خری کسرے کو لینےپہلےکے  (2)ایک اختیاری مستقل ہے۔ اب مساوات     جہاں 

                                           
  

  (     )
 
  

  
 

 رکھنے پر     ( سے 4)مساوات 

                                               
  

 (    )
 
  

  
 

 (5).....                                                                  (    )   

ل کرنے پر (5)مساوات 
م
ک

 

ی

 کو 

                                                        
  

 
 
  

 
  

  

 
 
 

 
 

 درج کرنے پر      یہاں

 (6).....                                                                   

 کا عام حل درجہ ذیل ہوگا  (1)سے مساوات (6)اور مساوات   (4)مساواتاب   ایک اختیاری مستقل ہے۔   جہاں 

𝜙(              )    

 ایک اختیاری تفاعل ہے۔ 𝜙 جہاں 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 15.3

 حلکا  اس پھر مساوات حاصل کرنا اور معاون، اس کے یے تفرقی مساوات کی تعریف جزوی کی خطی لگرانج   کو پڑھنےکے  د آ  اکائی اس 

 ۔نا یکھ  گی  ہوں  گےحاصل کر

 (Key Words)کلیدی الفاظ 15.4

 مساوات معاونجزوی تفرقی مساوات،   کی خطی لگرانج

 (Model Examination Questions) نمونہ امتحانی سوالات 15.5

 (Objective Answer Type Questionsمعروضی جوابات کے حامل سوالات) 15.5.1

 کی تعریف کرو۔جزوی تفرقی مساوات  کی خطی لگرانج .1

 تعریف کرو۔کی  مساوات  معاون  یےکے جزوی تفرقی مساوات  کی خطی لگرانج .2

 (T/F)     ہے۔ نہیں  خطی جزوی تفرقی مساواتکی  لگرانج            .3
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 ۔کہلاتی ہے  جزوی  تفرقی مساوات.............. ایک       مساوات  .4

  ۔ہے .....................مساوات  معاونکے یے             مساوات لگرانج .5

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات 15.5.2

 درجہ ذیل مساوات کو حل کرو:

1.           

2.             

3.          (    ) 

4. (    )  (    )        

5.                  

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات 15.5.3

 درجہ ذیل مساوات کو حل کرو:

1.           (    )  

2.            (    )  

3.            (    ) 

4. (     )  (     )        

5. (     )  (     )        

  جوابات:

 معروضی سوالات کے جوابات 15.5.1

3. F 

 خطی کی  لگرانج .4

5. 
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 کے جوابات مختصر جوابات کے حامل سوالات 15.5.2

1. 𝜙(          )    

2. 𝜙(           )    

3. 𝜙(           )    

4. 𝜙(             )    

5. 𝜙(         
 

 
)    

 کے جوابات طویل جوابات کے حامل سوالات 15.5.3

1.      |     (    )|  𝜙(    ) 

2.       |      (    )|  𝜙(    ) 

3.      (    )    𝜙(    ) 

4. 𝜙(                 )    

5. 𝜙(
   

   
 
   

   
)    

 (Suggested Books for Further Readings)لعے  کے یے تجویز کردہ کتابیںمزید مطا 15.6

1. Ordinary and Partial Differential Equations-   Rai Singhania, S.Chand & Co.,  New Delhi 
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 )کا طریقہ چارپٹ(جزوی تفرقی مساواتوں کے حل  ۔16ئیاکا

 (Solution of Partial Differential Equations: Charpit's Method) 

 کے اجزا ئیاکا

 تمہید    16.0

 مقاصد   16.1

 چارپٹ کا طریقہ   16.2

  نظام ہم آہنگجزوی تفرقی مساوات کا   کیپہلے رتبے 16.2.1   

 حل کرنا کومساوات چارپٹ کے طریقے کی مدد سےغیر خطی جزوی تفرقی   16.2.2 

 ئجاکتسابی نتا   16.3

 الفاظکلیدی    16.4

 نمونہ امتحانی سوالات   16.5

  معروضی جوابات کے حامل سوالات 16.5.1 

 مختصر جوابات کے حامل سوالات 16.5.2 

 طویل جوابات کے حامل سوالات 16.5.3 

 کتابیںکردہ  تجویزلعے  کے یے مزید مطا   16.6
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 (Introduction)تمہید   16.0

کسی تفرقی مساوات کا حل متغیرات کے درمیان وہ رشتہ ہے جس کے ذریعے اور مساوات سے حاصل کردہ مشتق مطمئن ہو جاتا  

  ۔ہے

 کی غیر خطی جزوی تفرقی مساوات  رتبےاب ہم  پہلے 

(1).....     (         )    

 تابع متغیر ہے۔  اور  غیر تابع متغیرات  ، ان میں ۔متغیرات ہیں   ، ، ۔ یہاں حاصل  کرنے پر روشنی ڈالیں گےکے حل 

 جزوی تفرق کرنے پر  اور پھر بہ لحاظ   کو بہ لحاظ   (1)مساوات

                                                                              
  

  
 
  

  

  

  
   

 یا

(2).....    

  

  
  

  

  
   

 اور

                                                                               
  

  
 
  

  

  

  
   

 یا

(3).....    

  

  
  

  

  
   

کو ہٹاکر ہمیں درجہ    اور   سے منسلک ہیں۔ اس یے تینوں مساواتوں سے  (3) اور (2)(، 1)مساوات   اور    چوں کہ اختیاری مستقلات 

 ذیل رشتہ حاصل ہوتا ہے

(4).....     (         )    

 کی جزوی تفرقی مساوات ہے۔ رتبےجو کہ پہلے 

کہلاتا (Complete Solution) غیر تابع متغیرات کی تعداد کے برابر ہوں، مکمل حل کا وہ حل جس میں ممکنہ اختیاری مستقلات  (4)مساوات 

 ہے۔

 کہلاتا ہے۔ ہم جانتے ہیں کہ(Particular Integral) خاص حل  اختیاری مستقلات کے یے اگر خاص قیمتیں دی جائیں تب حاصل کردہ حل

کو مطمئن کرتے ہیں، سطحوں  (4)مساوات کی قیمتوں کے ساتھ   اور   جن کے مختص      (Locus)نقاط کا طریق (Coordinate)ان تمام مختص

(Surfaces)  لامحدود نظام کی نمائندگی کرتے ہیں۔ چوں کہ ان سطحوں میں سے کسی ایک کے ذریعے تمام سطحوں کے کے

  اور   لفافے سے متعلق کو اس کے ہر نقاط پر چھو لیا جاتا ہے، اس یے لفافے میں موجود کسی بھی نقطے کے اس مقام پر   (Envelope)لفافوں

 ۔ کو مطمئن کریگی( 4)کی قیمتوں کےساتھ مساوات 
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  اور   بہ لحاظ   الگالگ کو  (1)اب مساوات  کا ایک حل ہے۔ (4)اس سے یہ بات ظاہر ہوتی ہے کہ لفافے کی مساوات دی گئی مساوات

 جزوی تفرق کرتے ہیں

(5).....     

  

  
   

  

  
   

حل کہتے  (Singular)کا نادر(4)میں ایک رشتہ حاصل ہوتا ہے جسے مساوات   اور    ، کو ہٹاکر ہمیں  اور     سے   (5) اور (1)مساوات  

 اختیاری تفاعلات اعظم تعداد میں موجود ہوں ، عام حل کہلاتا ہے۔ہیں۔ کسی جزوی تفرقی مساوات کا وہ حل جس میں ممکنہ 

 (Objectives)مقاصد   16.1

 : ہونے کے د آ آ کے مکمل اس اکائی 

 ۔ گےہوجائیںعرف  سے متاکی بنیادی جانکاری تفرقی مساوات جزوی خطی  غیر کی چارپٹ  .1

 ۔گے ئیںجا سیکھ خطی جزوی تفرقی مساواتوں کا حل حاصل کرنا غیرکے طریقے کی مدد سےچارپٹ  .2

 (Charpit’s Method) طریقہکاچارپٹ    16.2

 ہم آہنگ نظامجزوی تفرقی مساوات کا  کی رتبےپہلے    16.2.1

(Compatible System of First Order Partial Differential Equations)  

۔ دوسرے الفاظ میں درجہ ذیل کو ہم آہنگ کہا جاتا ہے اگر ان کا مشترکہ حل وجود رکھتا ہو ںکی دو جزوی تفرقی مساواتو رتبےپہلے  

 جزوی تفرقی مساواتیں 

(1).....     (         )    

(2).....      (         )    

 آہنگ ہوں گی اگر  ہم

 (    )

 (   )
  

 (    )

 (   )
 
 (    )

 (   )
  

 (    )

 (   )
   

 ۔یہ جزوی تفرقی مساواتوں کے نظام کے ہم آہنگ ہونے کی شرط ہے

 اور صر  اگر  ہم آہنگ ہوں گی اگر  (   )   اور    (   )   دو جزوی تفرقی مساواتیں   (1): نوٹ

  

  
 
  

  
 

 دو جزوی تفرقی مساواتوں کا نظام ہم آہنگ ہے تب ان کا ایک مشترکہ حل ہوگا۔اگر(  2) 

 کی قیمتیں درجہ ذیل مساوات میں رکھتے ہیں  اور    ہم آہنگ نظام کا حل حاصل کرنے کے یے (3)

           

 ۔ہم آہنگ ہیں         اور          ۔ دکھاؤ کہ 1مثال

 حل۔ مان لو کہ

(1).....                
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(2).....        
          

 با

 (    )

 (   )
 ||

  

  

  

  
   
  

   
  

||  |
    

       
|            

 (    )

 (   )
 ||

  

  

  

  
   
  

   
  

||  |
  
    

|     

 (    )

 (   )
 ||

  

  

  

  
   
  

   
  

||  |
    
  

|     

 (    )

 (   )
 ||

  

  

  

  
   
  

   
  

||  |
   
   

|      

 آہنگ ہو گا اگر  ہمدیا گیا نظام 

               
 (    )

 (   )
  

 (    )

 (   )
 
 (    )

 (   )
  

 (    )

 (   )
   

 اس یے 

 (    )

 (   )
  

 (    )

 (   )
 
 (    )

 (   )
  

 (    )

 (   )
                     

                                                                                                  (    )         

 سے (2) مساوات

                                                                                                             

                                                                                                   (       ) 

 سے (1) مساوات

               
 (    )

 (   )
  

 (    )

 (   )
 
 (    )

 (   )
  

 (    )

 (   )
   

 آہنگ ہے۔اس یے دی گئی جزوی تفرقی مساوات کا نظام ہم 

 کیا جزوی تفرقی مساوات کا نظام۔ 2مثال

  

  
اور            

  

  
 ہم آہنگ ہے؟         

 حل۔ مان لو کہ

(1).....                  

(2).....                    
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 با

                                      
 (    )

 (   )
 ||

  

  

  

  
   
  

   
  

||  |
   
   

|    

                                          
 (    )

 (   )
 ||

  

  

  

  
   
  

   
  

||  |
  
  

|    

                                       
 (    )

 (   )
 ||

  

  

  

  
   
  

   
  

||  |
   
    

|     

                                           
 (    )

 (   )
 ||

  

  

  

  
   
  

   
  

||  |
  
  

|    

 آہنگ ہو گا اگر  ہمدیا گیا نظام 

 (    )

 (   )
  

 (    )

 (   )
 
 (    )

 (   )
  

 (    )

 (   )
   

 اس یے 

 (    )

 (   )
  

 (    )

 (   )
 
 (    )

 (   )
  

 (    )

 (   )
         

                                                                                       

 ہے۔نہیں اس یے دی گئی جزوی تفرقی مساوات کا نظام ہم آہنگ 

۔ کیا جزوی تفرقی مساوات کا نظام 3مثال

  

  
اور         

  

  
اگر ہاں تو اس  کے یے حل محسوب   آہنگ ہے؟ہم        

 کریے۔

 حل۔ مان لو کہ

(1).....                 

(2).....                 

        اور         یہاں 

ہم آہنگ ہوں گی اگر اور صر  اگر    (   )   اور    (   )   دو جزوی تفرقی مساواتیں ہم جانتے ہیں کہ 

  

  
 
  

  
 

 اس یے
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 اب دیے گیے نظام کا مشترکہ حل درجہ ذیل طریقہ سے حاصل کرتے ہیں اس یے دی گئی جزوی تفرقی مساوات کا نظام ہم آہنگ ہے۔

           

                                                                                (     )   (     )   

                                                                                                    

                                                                                           (        ) 

                                                                                        (  ) 

ل کرنے پر
م
ک

 

ت

 

                                                                              
  

 
  

  

 
       

 ایک اختیاری مستقل ہے۔    جہاں

 حل کا چارپٹ کے طریقے سےغیر خطی جزوی تفرقی مساوات    16.2.2

 (Solution of Non linear Partial Differential Equations by Charpit’s Method) 

کی غیر خطی جزوی تفرقی  رتبےطریقی پر بحث کریں گے جو چارپٹ کے طریقہ کار کے نام سے جانا جاتا ہے۔ فرض کرو کہ پہلے  ہم ایک عام 

 ذیل ہےمساوات 

(1).....     (         )    

  کی ایک اور جزوی تفرقی مساوت کا تعار  ہے ۔ یہ اس طرح ہوگی رتبےبنیادی خیال پہلے چارپٹ کے طریقہ کار میں 

(2).....      (         )    

 کرتے ہیں اور پھر ان کی قیمتیں درجہ ذیل مساوات میں درج کرتے ہیں حل کے یے  اور   ( کو 2مساوات ) اور(1مساوات )

                                                        (       )    (       )   

 ہی دی گئی مساوات کے یے مطلوبہ مکمل حل ہوگا۔ ، )اگریہ وجود رکھتا ہو( اس مساوات کا حل

 تفرقی مساوات کا نظامجزوی کہ ن لوما

(1).....     (         )    

(2).....      (         )    

 آہنگ ہو گا اگر  ہمدیا گیا نظام ہم آہنگ ہے۔ تب ہم جانتے ہیں 

(3).....   

 (    )

 (   )
  

 (    )

 (   )
 
 (    )

 (   )
  

 (    )

 (   )
   

 اس یے 

||

  

  

  

  
   
  

   
  

||   ||

  

  

  

  
   
  

   
  

||  ||

  

  

  

  
   
  

   
  

||   ||

  

  

  

  
   
  

   
  

||    
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   (
  

  

   
  

 
  

  

   
  
)   (

  

  

   
  

 
  

  

   
  
)  (

  

  

   
  

 
  

  

   
  
)   (

  

  

   
  

 
  

  

   
  
)    

(4).....       (
  

  

   

  
 
  

  

   

  
)   (

  

  
 
  

  
)
   

  
 (

  

  
  

  

  
)
   

  
 (

  

  
  

  

  
)
   

  
   

 مساوات درجہ ذیل ہوگی  معاونکو حاصل کر سکتے ہیں۔ اس کے یے    ایک خطی جزوی تفرقی مساوات ہے، جس کی مدد سے ہم   یہ

(5).....   

  
  

  

 
  
  

  

 
  

 
  

  
  

  

  

 
  

 (
  

  
  

  

  
)
 

  

 (
  

  
  

  

  
)

 

 اب درجہ ذیل مثالوں سے اوپر دیا گیا طرقہ سمجھتے ہیں:  

  ۔کو حل کریے         ۔ مساوات1مثال

          دیا ہےحل۔

 (1).....                

 جزوی تفرق کر نے پر   بہ لحاظ کو( 1) مساوات

                                                                        
  

  
      

 اسی طرح ہم  حاصل کر سکتے ہیں

                                                                        
  

  
       

                                                                        
  

  
     

                                                                        
  

  
       

                                                                        اور
  

  
      

 مسااوت درجہ ذیل ہوتی ہے  معاونہم جانتے ہیں کہ چارپٹ کی 

                   
  

  
  

 
  

  
  

 
  

 
  
  
  

  
  

 
  

 (
  
  
  

  
  
)
 

  

 (
  
  
  

  
  
)

 

 اس یے

  

    
 

  

    
 

  

 (    )   (    )
 

  

 (        )
 

  

 (        )
 

                          
  

    
 

  

    
 

  

      
 

  

 (     )
 

  

 (     )
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ل کرنے پر
م
ک

 

ت

 اس مساوات کو 

                                                                          

                                                                 
 

 
     

 

 
      

                                                  
 

 
    

 

 
      

                                                             
 

 
 
 

 
   

                                                                       
   

 
 

 سے (1)مساوات  

    (
   

 
)   

                                                                                     

                                                                       
  

   
 

                                                                        
 

 √ 
 

 اس یے

                                                                            
  

 
(
 

 √ 
)  

√  

 
 

 میں رکھنے پر           کی قیمتیں مساوات  اور  

(
 

 √ 
)    .

√  

 
/      

(
  

 √ 
)  .

√ 

 
/   

  

 
 

ل کرنے پر
م
ک

 

ت

 

 

√ 
     √                

    
 
√ 
⁄
 √  

 جو کہ دی گئی مساوات کے یے مطلوبہ مکمل حل ہے۔

 

  ۔کریے حاصل حل کے یے  مکمل      (     )مساوات ۔ 2مثال

 فرض  کرو کہحل۔

 (1).....      (     )       

 جزوی تفرق کر نے پر   بہ لحاظ کو( 1) مساوات
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 اسی طرح ہم  حاصل کر سکتے ہیں

                                                                   
  

  
        

                                                                   
  

  
     

                                                                   
  

  
      

                                                                   اور
  

  
       

 مسااوت درجہ ذیل ہوتی ہے  معاونہم جانتے ہیں کہ چارپٹ کی 

                   
  

  
  

 
  

  
  

 
  

 
  
  
  

  
  

 
  

 (
  
  
  

  
  
)
 

  

 (
  
  
  

  
  
)

 

 اس یے

  

   
 

  

     
 

  

 (   )   (     )
 

  

 (    )
 

  

 (        )
 

               
  

   
 

  

     
 

  

            
 
  

  
 
  

   
 

 آخری دو کسرے لینے پر

  

  
 
  

   
 

                                                                     

ل کرنے پر
م
ک

 

ت

 اس مساوات کو 

                                                                     
  

 
 
  

 
 
 

 
 

                                                                         

 میں یہ قدر رکھنے پر ( 1) مساوات 

                                                                                     

                                                                               
  

 
 

 اس یے

                                                                                    √  (
  

 
)
 

 

                                                                                
 

 
√         

 میں رکھنے پر           کی قیمتیں مساوات  اور  
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√           (

  

 
)       

                                 √                    

                                                                              
        

√        
 

                                                                              
 (        )

 
 ⁄

 
 

ل کرنے پر
م
ک

 

ت

 

                                                                             
(        )

 
 ⁄

 
 

                                                               (   )  
        

  
 

                                                     (   )     
  

 
 

 کہ دی گئی مساوات کے یے مطلوبہ مکمل حل ہے۔جو 

  کے یے  مکمل  حل حاصل کریے۔              مساوات ۔ 3مثال

 فرض  کرو کہحل۔

 (1).....                    

 جزوی تفرق کر نے پر   بہ لحاظ کو( 1) مساوات

                                                                         
  

  
      

 اسی طرح ہم  حاصل کر سکتے ہیں

                                                                         
  

  
       

                                                                         
  

  
    

                                                                         
  

  
       

                                                                          اور
  

  
      

 مسااوت درجہ ذیل ہوتی ہے  معاونہم جانتے ہیں کہ چارپٹ کی 

                   
  

  
  

 
  

  
  

 
  

 
  
  
  

  
  

 
  

 (
  
  
  

  
  
)
 

  

 (
  
  
  

  
  
)

 

 اس یے

  

    
 

  

    
 

  

 (    )   (    )
 

  

 (      ( ))
 

  

 (      ( ))
 



318 

 

                                      
  

    
 

  

    
 

  

 (         )
 

  

     
 

  

     
 

 لینے پر  ہپہلا اور چوتھا کسر

  

    
 

  

     
 

                                                                
  

 
 
  

 
   

ل کرنے
م
ک

 

ت

 پر اس مساوات کو 

                                                                           

                                                                               

 میں یہ قدر رکھنے پر ( 1) مساوات 

                                                                    

                                                                               
√    

 
 

 اس یے

 میں رکھنے پر           کی قیمتیں مساوات  اور  

                                                
  

 
 √    

  

 
    

ل کرنے پر
م
ک

 

ت

 

                                       √           

                                               √   
 
   

                                                       √   
 
   

 جو کہ دی گئی مساوات کے یے مطلوبہ مکمل حل ہے۔

  کے یے  مکمل  حل حاصل کریے۔        مساوات ۔ 4مثال

 فرض  کرو کہحل۔

 (1).....                

 جزوی تفرق کر نے پر   بہ لحاظ کو( 1) مساوات

                                                              
  

  
   

 اسی طرح ہم  حاصل کر سکتے ہیں

                                                              
  

  
    

                                                              
  

  
     

                                                              
  

  
     



319 

 

                                                                      اور
  

  
     

 مسااوت درجہ ذیل ہوتی ہے  معاونہم جانتے ہیں کہ چارپٹ کی 

                   
  

  
  

 
  

  
  

 
  

 
  
  
  

  
  

 
  

 (
  
  
  

  
  
)
 

  

 (
  
  
  

  
  
)

 

 یے اس

  

  
 
  

   
 

  

 (  )   (   )
 

  

 (   (  ))
 

  

 (   (  ))
 

                      
  

  
 
  

   
 

  

 (     )
 
  

 
 
  

 
 

 لینے پر  ےکسر آخری دو 

  

 
 
  

 
 

ل کرنے پر
م
ک

 

ت

 اس مساوات کو 

                                                                                            

                                                                                    

 تیسرے اور چوتھے کسرے لینے پر

                                                                 
  

 (     )
 
  

 
 

 سے ( 1) مساوات 

                                                                                  
  

  
 
  

 
 

ل کرنے پر
م
ک

 

ت

 

                                                                 
 
             

                                                                          
 
        

                                                                                    
 
  

 اب 

مان لو کہ 

 

 
                                                                    

 

 
 
  

 
 

 
   

 

  

 میں رکھنے پر           کی قیمتیں مساوات  اور  

                                                        
 
      

 
       

                                                                   
  

√ 
 

ل کرنے پر
م
ک

 

ت

 

                                                                            √    
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 جو کہ دی گئی مساوات کے یے مطلوبہ مکمل حل ہے۔

  کے یے  مکمل  حل حاصل کریے۔     (     )مساوات ۔ 5مثال

 فرض  کرو کہحل۔

 (1).....      (     )       

 جزوی تفرق کر نے پر   بہ لحاظ کو( 1) مساوات

                                                              
  

  
       

 اسی طرح ہم  حاصل کر سکتے ہیں

                                                              
  

  
    

                                                              
  

  
     

                                                              
  

  
        

                                                                      اور
  

  
     

 مسااوت درجہ ذیل ہوتی ہے  معاونہم جانتے ہیں کہ چارپٹ کی 

                   
  

  
  

 
  

  
  

 
  

 
  
  
  

  
  

 
  

 (
  
  
  

  
  
)
 

  

 (
  
  
  

  
  
)

 

 اس یے

  

     
 
  

   
 

  

 (     )   (   )
 

  

 (       (  ))
 

  

 (   (  ))
 

       
  

     
 
  

   
 

  

 (     )    
 
  

   
 
  

  
 

       
  

     
 
  

   
 

  

      
 
  

   
 
  

  
 

       
  

     
 
  

   
 
  

  
 
  

   
 
  

  
 

 لینے پر آخری دو  کسرے 

  

  
 
  

 
 

                                                                           

ل کرنے پر
م
ک

 

ت

 اس مساوات کو 

                                                                                 

 سے ( 1) مساوات 
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 قدر رکھنے پر یہمیں             اب 

                                                                     (
   

 
)
 

        

                                                                                    .
   

 
/

 

 

                                                                                
         

  
 

                                                                                 
 √       

 
 

 میں رکھنے پر           کی قیمتیں مساوات  اور  

                      
   

 
   

 √       

 
      

                                      √                    

.....(2)                                                                    
         

√       
 

(         )  تب          اب مان لیجیے کہ     

 سے (2)مساوات اس یے

                                                                    
  

 √ 
 

ل کرنے پر
م
ک

 

ت

 

                                                               √  

                                                           √        

                                      (    )     

 

 جو کہ دی گئی مساوات کے یے مطلوبہ مکمل حل ہے۔

 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 16.3

غیر خطی جزوی تفرقی مساوات   اور مجھام کے ہم آہنگ ہونے کی شرط کومساوات کے نظا غیر خطی جزوی تفرقینے  آ  میں اکائی اس 

 حلدی گئی غیر خطی جزوی تفرقی مساوات کا  کو استعمال کر کےچارپٹ کے طریقے  سے اسپھر اور حاصل کرنا سیکھا مساوات معاونکے یے 

 ۔نا سیکھاحاصل کر

 (Key Words)کلیدی الفاظ 16.4
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 ، لفافہمساوات معاونہم آہنگ نظام ،  جزوی تفرقی مساوات،   خطی غیر  کی چارپٹ

 (Model Examination Questions) امتحانی سوالاتنمونہ  16.5

 (Objective Answer Type Questionsمعروضی جوابات کے حامل سوالات) 16.5.1

(         )  جزوی تفرقی مساواتیں خطی غیرکی  رتبےپہلے  .1 (         ) اور      ہم آہنگ ہونے کے  

 ۔کی شرط بتایے

 ۔لکھو  مساوات  معاون  یےکے جزوی تفرقی مساوات  خطی غیر کی چارپٹ .2

(         )  جزوی تفرقی مساواتیں کی غیر خطی رتبےپہلے  .3 (         ) اور     کے ہم آہنگ ہونے کی   

  شرط

 (   )

 (   )
  

 (   )

 (   )
 
 (   )

 (   )
  

 (   )

 (   )
 (T/F)     ۔ہے  

 (T/F)    ۔ہم آہنگ ہیں          اور            مساواتیں .4

  ۔ہے .....................مساوات  معاونکے یے         مساوات .5

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات کے حامل سوالات 16.5.2

(       ) مساوات .1  کرو۔ حاصل  حل  مکملکا     

 کا مکمل حل حاصل  کرو۔        مساوات .2

 کا مکمل حل حاصل  کرو۔              مساوات .3

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات کے حامل سوالات 16.5.3

(     ) دکھاؤ کہ جزوی تفرقی مساواتیں .1   ہم آہنگ ہیں۔ اور پھر ان کا حل معلوم کرو۔      اور      

 ہم آہنگ ہیں۔ اور پھر ان کا حل معلوم کرو۔     (     )اور         دکھاؤ کہ جزوی تفرقی مساواتیں .2

  کا مکمل حل حاصل  کرو۔  (    )  مساوات .3

(    ) مساوات .4   کا مکمل حل حاصل  کرو۔    (   ) 
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(     )       مساوات .5  کا مکمل حل حاصل  کرو۔     

 کا مکمل حل حاصل  کرو۔      مساوات .6

 کا مکمل حل حاصل  کرو۔           مساوات .7

 کا مکمل حل حاصل کرو۔             .8

  جوابات:

 معروضی سوالات کے جوابات 16.5.1

1. 
 (   )

 (   )
  

 (   )

 (   )
 
 (   )

 (   )
  

 (   )

 (   )
   

2. 
  
  

  

 
  
  

  

 
  

 
  

  
  

  

  

 
  

 (
  

  
  

  

  
)
 

  

 (
  

  
  

  

  
)

 

3. F 

4. F 

5. 
  

   
 
  

 
 

  

      
 
  

 
 
  

 
 

 مختصر جوابات کے حامل سوالات کے جوابات 16.5.2

1.    
  

 
 

  

   
   

2.     (   ) ,  
 

 
-      

3.            

 طویل جوابات کے حامل سوالات کے جوابات 16.5.3

1.          

2.       (   )  

3.     √        

4.  (       )  (      )  

5. (    )  
(    ) 

 
 *

    

 
√(    )  (    )  

(    )

 
   {(    )  

√(    )  (    )}+    

6.   (  
  

 
) (   ) 
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7.    
 

 
(    )    

8.           √   
 

 

 (Suggested Books for Further Readings)لعے  کے یے تجویز کردہ کتابیںمزید مطا 16.6

1. Ordinary and Partial Differential Equations, M. D. Raisinghania, S. Chand & Company 

Ltd., 15

th

 Edition, 2013 
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یات:  ہدا

حصوں  ۔ تمام  داشارتن ہے کے لیے لفظوں کی تعدا جواب  ور حصہ سوم۔ ہر  ول، حصہ دوم ا یہ پرچہ سوالات تین حصوں پر مشتمل ہے: حصہ ا

۔  سے سوالوں کا جواب دینا  لازمی ہے

ول میں  ۔1 ل کا لازمی  10حصہ ا الات ہیں۔ ہر سوا اب والے سو سوالات ہیں جو کہ معروضی سوالات/خالی جگہ پر کرنا/مختصر جو

ل کے لیے               نمبر مختص ہے۔ 1جواب لازمی ہے۔ہر سوا

اب تقریبن  ۔2 ل کا جو حصہ دوم میں آٹھ سوالات ہیں۔ اس میں سے طالب علم کو کوئی پانچ سوالات کے جواب دینے ہیں۔ ہر سوا

ل کے لیے لفظو200 ا            مختص ہیں۔ اتنمبر 6ں پر مشتمل ہے۔ ہر سو

اس میں سے طالب علم کو کوئی  پانچم میں سوحصہ  ۔3 اب تقریبن  تینسوالات ہیں۔  ل کا جو سوالات کے جواب دینے ہیں۔ ہر سوا

ل کے لیے 500 ا ۔ اتنمبر 10لفظوں پر مشتمل ہے۔ ہر سو             مختص ہیں

ول  حصہ ا

(i) ت    مساوا
  

  
 √  .

  

  
/
 

 ہے۔...................کا رتبہ 

A. 2  .B 3  .C 1  .D  4 

(ii)  تفرقی مساوات   
  

  
 ہے۔........................کا حل        

(iii) ہے وات   ذیل میں سے کون ٹھیک مسا

.A        (     )      .B  (      )   (        )     

.C  (         )   (   )      .D  نہیں ن میں سے کوئی   ا

(iv)   مساوات

  

  
 

 

 
  

 

  
 ہے.I.Fکا  

.A    .B 

 

 
  .C 

  

 
 .D  نہیں ن میں سے کوئی   ا

(v)  ۔          مساوات یے  کو جزو ضربی میں تحویل کر

امتحانی پرچہ  نمونہ 

ت وا  پرچہ: تفرقی مسا

 گھنٹے3وقت:         70نشانات:
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(vi)  ۔            مساوات وات ہے  (صحی/غلط)    ایک کلیرو کی مسا

(vii)  و کہ ۔    ( ) فرض کر ساتھ متجانس تفرقی مساوات ہے ضریب کے  گرمستقل  وات  کے          ا دہ معاون  مسا دو حاصل کر

گاروٹس ہو عام حل ہو وات کا       ں، تب   مسا
       

   
 )صحی/غلط(     

(viii)  مساوات

   

   
۔           لکھو  کے لیے اتمامی تفاعل 

(ix)  تفرقی ۔لگرانج کی خطی جزوی  وات  کی تعریف کرو  مساوات  کے لیے معاون مسا

(x) خطی کی غیر  تیں پہلے رتبے  (         )  جزوی تفرقی مساوا ور     (         ) ا کیا     نے کی  ہنگ ہو کے ہم آ

؟  شرط ہے

 حصہ دوم

                   حل کرو: .2

ت .3 وا   √     √     متغیرجدا پزیر طریقہ سے مسا
 

۔        و  کا حل معلوم کر

۔                     مساوات  .4  کو حل کریے

5. :      (        )   (       )حل کرو

      حل کرو: .6
  

  
         

 حل کرو: .7
   

   
           

        (    )  (    ) حل کرو: .8

ت .9 (       ) مساوا     
۔  و  کا مکمل حل حاصل  کر

 حصہ سوم

جہاں          ثابت کرو   .10 ور   ،  - (  )     , اختیاری مستقلات ہیں، کی تفرقی مساوات    ا     
 ہوگی۔ 

۔    (              )   (             )مساوات  .11  کو حل کرو

حل ہیں ، تب     کے    ( ) مساوات                  اگر   .12  کہ  ثابت کرو غیر تابع 

                   

جہاں  گا،  ۔          بھی اس کا ایک حل ہو  اختیاری  مستقل ہیں

    (   )مساوات  .13

   
 (   )

  

  
۔  +(   )   *        و  کو حل کر

ت .14      مساوا

   
   (   )

  

  
  (   )    

۔  کے تغیر کے طریقے سے حاصل کریے  کا حل پیرامیٹرس 
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BSMM250CCP 

 مینول لیب

 )تفرقی مساواتیں(

 یس سیابی۔

 )دوسرا سمسٹر(
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 تفرقی  پہلے رتبے اور پہلے درجے کے ،کی تشکیل ںتفرقی مساواتو۔ 77کائی ا

 کے مسائل  ںمساواتو

 نمونہ تجربائی  سوال

 مساوات 7777

  

  
 
    

    
 کا حل حاصل کرو۔ 

 (Aim)مقصد

 ۔کا حل معلوم  کرنا تفرقی مساوات  گئیدی 

 (Procedure)طرز عمل

Step I  

چ ا ن کرنا مساوات گئی دی
ح
پ 

 ۔ہیںکر تے جدا  ات کو متغیر کے مساوات اس  ۔ کی  

Step II 

لاس کے بعد حاصل کردہ مساوات 
م
ک

 

ت

 ۔کریں کو 

Step III  

 ۔گاکا حل حاصل ہو  مساوات  گئیاس  طرح دی 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 درجہ ذیل ہے  مساوات دی گئی

  

  
 
    

    
  

 ہمیں حاصل ہوگا نے  پر   کرمتغیر جدا  کے مساوات اس  
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ل جانب دونوں  
م
ک

 

ت

  حاصل ہے کرنے پر 

∫
  

    
 ∫

  

    
 

                                                                                   

 لینے پر        کو    مستقل

                                                                        

                                                        (
   

    
)         

                                                                          (    ) 

  دی گئی مساوات کا حل ہوگا۔ (    )     اس طرح  

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 ۔ہے  (    )      حل حاصل کردہ 

 ٭٭٭٭٭

 

        مساوات  7771
 

 کر کے تفرقی مساوات کی کو ساقط    اور   تسے اختیاری مستقلا

 ۔کرو تشکیل 

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

 

جہاں  ،تفرقی مساوات حاصل کروکے  استعمال سے                 مساوات 7771

 ۔ہیں  تاختیاری مستقلا     

 

 (Aim)مقصد
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 (Procedure)طرز عمل

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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 تفرقی مساوات 7771

x y a dy x y a

x y b dx x y b

    
 

     
 ۔کرو کو حل 

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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 تفرقی مساوات 7775 
2

2 0x y dx xy dy  
 
 ۔کرو  معلوم حل کا

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز
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 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 ٭٭٭٭٭

 

 تفرقی مساوات 7776

2 2

2 2

3
0

3

dy x y

dx x y


 

 
 ۔کرو کو حل 

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز
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 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

 

تفرقی مساوات  7777   2 3 2 3x y dy x y dx    
 

 ۔کروکو حل 

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

 تاتفرقی مساو 7778   2 2 2 3x y dx x y dy    
 

 ۔کرو کو حل 

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

 مساوات 7779 1 1
dy

x xy x
dx

   
 
 ۔کرو معلوم  حل کا 

 

 (Aim)مقصد
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 (Procedure)طرز عمل

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 ٭٭٭٭٭
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 ئل مساخطی تفرقی مساوات اور انکے ٹھیک مساواتیں،۔ 78اکائی 

 

 تفرقی مساوات 7877 1 1
dy

x xy x
dx

   
 
 ۔کرو  معلوم حلکا 

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز
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 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 ٭٭٭٭٭

 مساوات 7871    2 11 tany dx y x dy    ۔کرو  معلوم حلکا 

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز
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 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

 

 تفرقی مساوات 3.81

22 log
dy

x y x x
dx

 
 

 ۔کرو کو حل 

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز
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 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

 

 تفرقی مساوات 7871

2 2

3 3

sin 3

1 1

dy x x
y

dx x x
 

  
 ۔کرو کو حل 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز
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 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

 

 تفرقی مساوات 7875

2 sin
dy y

y x
dx x

 
 

 ۔کرو کو حل 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز
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 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

 

 تفرقی مساوات 7876

23 xdy
xy y e

dx

 
 

 ۔کرو کو حل 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

 

 تفرقی مساوات 7877

2 2 1

2

dy x y

dx xy

 


 
 ۔کرو کو حل 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

 

1 مساوات 7878 1 0
x x

y y x
e dx e dy

y

  
      

   
 ۔کرو  معلوم حلکا  

 (Aim)مقصد
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 (Procedure)طرز عمل

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

 

 تفرقی مساوات 7879 xdx ydy m xdy ydx  
 

 ۔کرو کو حل 

 (Aim)مقصد
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 (Procedure)طرز عمل

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

 

 مساوات   78771   2 2 2 22 0xy x y y dx xy x y xdy     ۔کرو  معلوم حلکا 

 (Aim)مقصد
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 (Procedure)طرز عمل

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 ٭٭٭٭٭
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 تفرقی مساوات 78777

23 xdy
xy y e

dx

 
 

 ۔کرو کو حل 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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  ۔79اکائی 
  

  
پہلے رتبے اور اعلی اور  کے لیے حل کی جانے والی مساواتیں

 کے مسائلکی مساواتوں  درجے

 کرو۔ معلوم حلکا                    مساوات  7977

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز
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 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 

 ٭٭٭٭٭

 

(    )  مساوات  7971     (   )   (    )  کرو۔حل کو    

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز
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 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 ٭٭٭٭٭

 کرو۔ حلکو              مساوات  7971

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز
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 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 ٭٭٭٭٭

 

 کرو۔ حلکو           مساوات  7971

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

 

 

 کرو۔ معلوم حلکا  (    )     مساوات  7975

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

 

  مساوات  7976
       

  
 کرو۔ حلکو  

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 ٭٭٭٭٭

 کرو۔ حلکو            مساوات  7977

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 ٭٭٭٭٭

(       )      مساوات  7978  کرو۔ حلکو      

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

(    ) مساوات  7979  کرو۔ حلکو    

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 



360 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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 کے مسائلقی مساوات کے اطلاقات کلیرو کی مساوات اور تفر۔ 11اکائی

 ۔وحاصل  کرکا حل           مساوات  1177

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز
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 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 ٭٭٭٭٭

 

 ۔صل کروکا حل حا        مساوات  20.2

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز
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 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

 

 ۔کرو  حلکو            مساوات  20.3

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

 

ہو   91mgسے گھٹ کر  mg 711سال ہو تو کتنے وقت میں  7611ریڈیم کی نصف دوران حیات  اگر  20.4

 ۔ ئے گیجا

 (Aim)مقصد
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 (Procedure)طرز عمل

 

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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ی   20.5

 

چن

 

من

لیے عمودی ایک پیرامیٹر ہے، کے  جہاں  ،       کے خاندان  ا ت

ر یاٹر

 

کٹ ج 
(Orthogonal Trajectoryحاصل کرو )۔ 

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز
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 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

ر ی کی   (Oblique)کے جھکاؤ پر کاٹنے والی اوبلک   کو            دائروں کے خاندان  20.6

 

 ی کٹ
 ج
پ

ٹر

 ۔ومساوات حاصل کر

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز
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 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 ٭٭٭٭٭

 

ی   20.7

 

چن

 

من

ایک پیرامیٹر ہے، کے لیے عمودی   جہاں   (         )   کے خاندان  ا ت

ر ی حاصل کر

 

 ی کٹ
 ج
پ

 ۔وٹر

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 



369 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

 

ی   1178

 

چن

 

من

کے خاندان  ا ت

  

    
 

  

    
ر ی   جہاں     

 

 ی کٹ
 ج
پ

ایک پیرامیٹر ہے، کے لیے عمودی ٹر

 ۔وحاصل کر

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 



370 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

 

ی   1179

 

چن

 

من

ایک پیرامیٹر ہے، کے لیے عمودی   جہاں  ،            کے خاندان  ا ت

ر ی حاصل کریے۔

 

 ی کٹ
 ج
پ

 ٹر

 (Aim)مقصد
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 (Procedure)طرز عمل

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭



372 

 

ی ا ت  کے خاندان    11771

 

چن

 

من

ر ی (      )   دکھاؤ کہ 

 

 ی کٹ
 ج
پ

 ذیل ہوگی کی عمودی ٹر

   (      )  

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭



373 

 

 

 کے مسائل ں متجانس خطی تفرقی مساواتو کیمستقل ضریب ۔  17اکائی

غیر تابع اختیاری  جس میں      کا خاص تکملہ ہو  اور     ( ) مساوات     اگر   21.1

    ( ) مساوات        ثابت کروکہ کا عام حل ہو، تب    ( ) مستقل ہیں، مساوات  

 ہوگا۔  کا عام حل

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

 

 روٹس برابر ہوں ، تب اس کا حل کس طرح حاصل کیا جاتا ہے؟  نس تفرقی مساوات کے متجااگر  1771

 

 (Aim)مقصد
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 (Procedure)طرز عمل

 

 

 

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭



376 

 

مساوات 1771

   

   
  

   

   
  

  

  
 ۔وکر معلوم حل کا       

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز
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 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

 

مساوات 1771

   

   
  

   

   
  

  

  
 ۔کا حل محسوب کرو     

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 



378 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

 

غیر تابع حل ہیں ، تب    کے    ( ) مساوات                  اگر   1775

 دکھاؤ کہ 

                   

 ہیں۔ تاختیاری  مستقلا          بھی اس کا ایک حل ہوگا، جہاں 

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

 

1776 

   

   
  

  

  
( ) ہے  گیا کہ دیا کو حل کرو جب                   

)اور
  

  
)
   

   

 (Aim)مقصد
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 (Procedure)طرز عمل

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭



381 

 

1777 

   

   
  

   

   
 
  

  
 کو حل کرو ۔          

   

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭



382 

 

1778 

   

   
  

  

  
( ) ہے گیا  کہ دیا  کو حل کرو جب        )اور   

  

  
)
   

   

   

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭



383 

 

 

کے  کے تغیر سپیرامیٹرتفرقی مساوات اور خطی متجانس  کیمتغیر ضریب ۔ 11اکائی

 مسائل

   حل کرو: 1177
   

   
   

   

   
   

  

  
      

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 



384 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

 

 (    ) مساوات 1171
   

   
  (    )

  

  
 کا حل معلوم  کرو۔       

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 



385 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

 

  مساوات  1171
   

   
  

  

  
 ۔کو حل کیجیے            

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 



386 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

 

 (   )مساوات  1171
   

   
 (   )

  

  
کا حل معلوم    +(   )   *       

 ۔کرو

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 



387 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

مساوات   1175

  

  
 
 

 
  

 

 (    )
 ۔حل معلوم  کرو۔ سے کے تغیر کے طریقےس کو پیرامیٹر 

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

(   )مساوات   1176
   

   
  

  

  
سے حل  س کے تغیر کے طریقےکو پیرامیٹر (   )   

 کرو۔

 (Aim)مقصد

 

 



389 

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭



390 

 

 مساوات  1177

   

   
  

  

  
    

  

    
 وکی مدد سے حل کر س کے تغیر کے طریقےپیرامیٹرکو  

     تفاعل  کہ اس کے لیے متمم جب
     

  
۔   ہے

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭



391 

 

 کے مسائل کی تشکیل  جزوی تفرقی مساوات۔ 11اکائی

        کےکرساقط کو   اور    اختیاری مستقلات  1177
 

 
سے جزوی  تفرقی         

 مساوات کی تشکیل کرو۔

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 



392 

 

 

 (Conclusion/Result)/اختتامنتیجہ

 

 ٭٭٭٭٭

 

 محور کو چھوتی – z (Axis)کے سیٹ جن کی محور  (Right Circular Cone)سبھی  قائم دائری مقروط 1171

 ۔یںجزوی تفرقی مساوات حاصل کرہے۔ اس کے لیے 

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 



393 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

 

پر ہو اور  مستوی   کے لیےجزوی تفرقی مساوات حاصل کرو جن کا مرکز  (Spheres)وںان سبھی کر  1171

 ہو۔ 1جس کانصف قطر 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 



394 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

 

 کے لیے جزوی تفرقی مساوات  حاصل کرو۔ کروںمحور  پر مرکز والے سبھی -  1171

 (Aim)مقصد

 

 



395 

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

 

( )    کو ہٹاکر  اور     تفاعلات  1175  حاصل کرو۔ سے جزوی  تفرقی مساوات ( )   

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

 

(              ) ضابطہ  1176  کو ہٹایے۔   سے اختیاری تفاعل    

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 



397 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 ٭٭٭٭٭



398 

 

 

 کے مسائل ا ا اور رپر ک کے یقیقےلگر۔ 11ئیاکا

 ۔حاصل کروکا حل  (    )            1177

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 



399 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

 

 

 ۔حل کروکو         (     )  (     )مساوات  1171

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 



400 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

 

 ۔کو رپر ک کے طریقے سے حل کیجیے         مساوات 1171

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 



401 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

 

اور پھر ان  ہم آہنگ ہیں     (     )اور         ؤ کہ جزوی تفرقی مساواتیںبتلا 1171

 کا حل معلوم کرو۔

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 



402 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

 

 معلوم کرو۔ (Complete Solution)حلرپر ک کے طریقے سے مکمل کا       مساوات 1175

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 ٭٭٭٭٭

 



404 

 

 نمونہ امتحانی پرچہ

 )لیب مینول(ریاضیات

BSMM250CCP 

ی

سس
ی 

 )سمسٹر دوم(  -بی۔ا

 II -سمسٹر

 35کل نمبر:           Hrs 3وقت: 

 (      )     پانچ سوالات کے جواب دیجیے درج ذیل میں سے کوئی نوٹ:

     (      )   (     ) حل معلوم کیجیے : ۔1

(    )حل کرو:  ۔2
  

  
     

 

    
 

 ۔کو حل کریے      (     )      مساوات ۔3

ی ا ت ۔4

 

حن

 

من

ر ی  جہاں                 کے خاندان  

 

کٹ ج 
 محسوب کریے۔ ایک پیرامیٹر ہے، کے لیے عمودی ٹرا

کسی مناسب طریقے سے مساوات  ۔5

   
   
(
  

  
  ) (

  

  
  )

 

 کا حل معلوم کرو۔       

  مساوات  ۔6
   

   
  

  

  
 کو حل کرو۔            

( )   کو ساقط کرکے   اور    تفاعلات  ۔7  کرو۔ حاصل جزوی  تفرقی مساوات سے ( )  

(     )       مساوات ۔8  کا مکمل حل حاصل  کرو۔     

 

 


